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■ �������������������������

��� �-∞ < � < � < ∞� ��������� ���� �������� ������ ��� ������������ ������� ����������� ������

��������([�� �])�������(�� �)���������������������������������������������������������������

〈 � � �〉[���] �= 
�

�

�(�) �(�) �� (�)
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�����������������������������

 � ��[���] �= 〈 � � �〉[���] �

�������������������������������������������������������������������������������[�� �]������
����������������������������������������

������������������������������[�� �]������� ∈ ℕ���������������������������

� = ξ� < ξ� <⋯ < ξ� = �

�������

Ξ �= {ξ�� � = �� �� …� �}�

������� ����� � �(�) ��� �� �������� ��������� ��� �[�� �]� ���� ��� ��� ���� ������ ��� ���� ������������
ξ�-� ≤ �� ≤ ξ���������������������

� �= {��� � = �� …� �}�

����������������������������������Ξ��������������������������

�( � � Ξ� �) �=
�=�

�

(ξ� - ξ�-�) �(��)� (�)

�( � � Ξ) �=
�=�

�

(ξ� - ξ�-�) �(ξ�-�)� (�)

�( � � Ξ) �=
�=�

�

(ξ� - ξ�-�) �(ξ�)� (�)

�( � � Ξ) �=
�=�

�

(ξ� - ξ�-�) �
ξ� + ξ�-�

�
� (�)

����������������������������������������������������������������������������������������
������������������������������

�������������������������������������������������

� �=
�- �

�
= ξ� - ξ�-�� � = �� …� ��

���� �+ �������������������������������������

ξ� �= �+ � �� � = �� �� …� �� ξ� = �� ξ� = ��

���������������������������������������������������������������������

����(�� �� �) �= �+
�- �

�
�� � = �� �� …� �- � �

������������������������������������������������������������������������� ���������� ≤ � ≤ �
��������� ≤ � � ≤ �����

��+� �= �� + � �� � = �� �� …� �- ��

� ���������������
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���

� = ����(�� �� �� �) �= ����(�� �� �) + � �� (�)

������������������������������������������������������

�( � � �) = � 
�=�

�-�

�(��+�)� (�)

������� �� = �� �� = � / � ���� �� = � ������ ���� ���������� �������� ����� ���� ���������� �����
����� ��������� ��������������� ������������� �������������� ���������� ��������������� �����
�������������

�( � � �) �= 
�

�

�(�) ��- �( � � �)�

��� ���� ��� ����������� ������������ ���������� ��[�� �] ������ �� ������ ��������� ��� ���(�� �)�
�������������������������� � � � ∈ �[�� �]������������������� � � ������� �����������������������
��������������������������������������������������������������

〈 � � �〉� �= �( � �� �) = � 
�=�

�-�

�(��+�) �(��+�)� (�)

���������������������������

 � ��� �= 〈 � � �〉� �

������������ = (�- �) /�����������������������������������������������������

〈�� �〉[���] = 〈�� �〉� = �- ��

������ ���� ������� ������ ��� ������������ ����� ����� ������������� ��� ������� ��� ����� ��- � ���
Π�-����������������������������� ∈ Π�-����

�(��� ���⋯� ��-�� �) �=
�=�

�-�

�� �
��

��� ����������� ���� ��� �������� ��� �� ������� �������� ���� ���� ��������� ��� ���� ���������� ����
������������������������- �������������������������

�(��� ���⋯� ��-�� �) = �� ��⋯� ��-� · (��� ���⋯� ��-�)�

������������������× ��������������������

�(�� �) � � → Π�-��

�(�� �) �= (� �⋯ ��-�)�
(�)

����������������������������- �����������������������������������������������������������

�(�� �) � = � �⋯ ��-�

��
��
⋮

��-�

=
�=�

�-�

�� �
� = �(��� ���⋯� ��-�� �)�

���������� ���������������� �
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������������������× �����������������������������������������������������������������������
������������

����������� ���� ������������ ������� ��� ���� ��������� �[�� �] ������ ��� ��������� �������� �����

��(�� �)�

�(�� �� �� �) � � → ��(�� �)�

�(�� �� �� �) �= �(�� � [���])�
(��)

���������(�� �)����������������������������(�� �� �� �)�����������������������������������

�������������������
�������(�� �)�

������������������������������ � �������������������������������

���
�∈�

�(��� ���⋯� ��-�� �) - �(�)��[���]� (��)

�� �������������� ���������� ����� ������������ �� ������� �������������� �������� ���� ���� ��������
�������(��� ���⋯� ��-�)�

���
�∈�

�(�� �� �� �) �- �(�)��[���]� (��)

������

� �=

��
��
⋮

��-�

∈ ��

������������������������

� �= {��� � = �� …� �}

����������� � �����������������������

�(�) = { �(��)� � = �� …� �}�

����������������������������- ��������������� � ������������������������������������������

���
�∈�

�(��� ���⋯� ��-�� �) - �(�)�� (��)

�� �������������� ���������� ����� ������������ �� ������� �������������� �������� ���� ���� ��������
�������(��� ���⋯� ��-�)�

���
�∈�

�(�� �) �- �(�)�� (��)

�����

�(�� �) �= [ �� �� ⋯� ��-� ] =

� �� ⋯ ��
�-�

� �� ⋯ ��
�-�

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

� �� ⋯ ��
�-�

∈ �×�� (��)

���������������������������������������������������������������������������

� ���������������
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����ℋ���ℋ� ����������������������������������������〈 · � ·〉���〈 · � ·〉� ���������� �ℋ� → ℋ� ���
������������������������������������������������ℋ������������������������������*

��������
���������������������������������������������������

�* �ℋ� → ℋ��
〈�� �* �〉� �= 〈� �� � 〉� ��� ��� � ∈ ℋ�� � ∈ ℋ��

(��)

�������������������ℋ���ℋ�������������������������������������������*�

■ �������������������������������������

□ �������������������������

������������������������������������������������������������������������

�(�� Ξ� �) �=
�=�

�

(ξ� - ξ�-�) � = ξ� - ξ� = �- � = 
�

�

� ���

��� � ���������������[�� �]�����������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������������

���������

��� � � (�)�������������������������������������������[�� �]�������������������������������
�������������������������

���
�→∞

� �( � � ����(�� �� �� �)) =
�- �

�
[ �(�) - �(�)]� (��)

������������������������������������������������������������� = ����

��� � ∈ ��[�� �]�����������������������������������������������������������������������������


�

�+�

�(�) ��- � � �+
�

�
=

�

��
�� � �� (ξ)� � < ξ < �+ �� (��)

�����������������������������������������������������������������������

�( � � ����(�� �� �� � / �)) ≤
�

��
�� ���

[���]
 � �� (ξ) =

�- �

��
�� ���

[���]
 � �� (ξ)� (��)

□ ���������������������������������������������

�� �������� ��� ���� ���������� � � � � ∈ ��[�� �] ���� �� = �� �� ���� ��������� ������� ��������

〈 � � �〉����(�������)��������������������������������-�
��������������������������

〈 � � �〉[���] = 〈 � � �〉����(�������) + �
�(�) �(�) - �(�) �(�)

�
= 〈 � � �〉����(�������) +��-��

� = �� ��

���������� ���������������� �
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�������������������������������� � � � ∈ ��[�� �]������������������������������〈 � � �〉����(�������/�)

�������������������������������-�
��������������������������

〈 � � �〉[���] = 〈 � � �〉����(�������/�) + �������� �� = 〈 � � �〉����(�������/�) +��-��

□ ����������������������������

������������������������������

���������

����������������× ����������������������������������������������

� = [ ��� ⋯� �� ] ∈ �×� ��� � = [ ��� ⋯� �� ] ∈ �×�

���������

� � � = Σ = ����( σ�� ⋯� σ� ) ∈ �×�� � = ��� (�� �)�

������σ� ⩾ ⋯ ⩾ σ� ⩾ ��

���������������

� � � = Σ⟺ � = � Σ �

������������������������������������������������������

◼ ��������������������������

� = � Σ�� � � = � Σ�� Σ � = � Σ Σ �� (��)

������������������������������������������������������������

σ� ≥ ⋯ ≥ σ� > σ�+� =⋯ = σ� = ��

����

����(�) = ����(Σ) = �� ����(�) = ����(Σ) = ��
����(� �) = ����(Σ Σ) = ��

(��)

����������������������������������������������������������������������������������������
������ ���� ������� ���� ������������ �������� ��� �������� ��� ���� ��������� ��� ���� �������� ��� ����
������������������������������������������������

κ�(�) �=
σ���(�)

σ���(�)
� (��)

�����������������������������������������������������������

κ�(�) = κ�(�)� (��)

κ�(� �) = κ� (�)
�� (��)

� ���������������

����������������������� �� ©�������������������������



�����������������������× ����������σ� ≥ ⋯ ≥ σ� > ���������������-�
���������������������

�����������

�-� = � ����( � /σ�� ⋯� � /σ� ) �� (��)

κ��
-� = κ�(�)� (��)

����������������× ����������������������������������[���⋯� �� ∈ �×�]����������������
������ ��� ��� ����������� ������� �� = [���⋯� ��� ��+��⋯� ��] ∈ �×�� ���������� ���� ����
�������

� = (� ��×� ��×� )� (��)

������������������������������

κ�(�) = �� (��)

□ �������������������������

����������������������������������

���������

�� �� �ℋ�→ℋ� ��� �� �������� ������� ���������� �������� ����������� ��� �ℋ�� �����
�* �ℋ� → ℋ�����������������������������������������������������ℋ�������= �*�

□ ������������������������������������

����ℋ� = 
�
��������������{ϕ�� …� ϕ�} ⊂ ℋ�����������������������������������������������

����������������������������������

Φ �� → ℋ��
Φ � �= ∑�=�

� �� ϕ��
(��)

���������������(Φ) ≤ ����������(Φ) = �����������������{ϕ��…� ϕ�}�������������������������

Φ���������������������������������������������

Φ � = (ϕ�… ϕ�)

��
⋮

��

�

����� ���� ����������� ��� ���� �������� ��������� �Φ*
���� ������� ����� ���� ������ ������� �������� ���

�����������〈�� � 〉� = �  �������

� (Φ* �) = 〈�� Φ* �〉� = 〈Φ �� �〉� =
�=�

�

�� 〈ϕ�� �〉� = �

〈ϕ�� �〉�
⋮

〈ϕ�� �〉�

��� ��� � ∈ ��

� ∈ ℋ��

���������� ���������������� �
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�������������������������������Φ*
���

Φ* �ℋ� → ��

Φ * � =

〈ϕ�� �〉�
⋮

〈ϕ�� �〉�

�
(��)

��� ����(Φ*) = ����(Φ)�

������������ � � = Φ � ����� ���� ���������� ��������� ������ ���� ��������������� ��� �Φ* Φ ��� ���
�× ������������������������������������������������ℋ���

Φ* Φ �� → ��

Φ * Φ =

〈ϕ�� ϕ�〉� … 〈ϕ�� ϕ�〉�
⋮ ⋱ ⋮

〈ϕ�� ϕ�〉� … 〈ϕ�� ϕ�〉�

�
(��)

�����Φ* Φ���������������������������������������ℋ���������������������������������������
��������������������������������ℋ������������������������

����(Φ* Φ) = ����(Φ)�

□ ����������������������������������

� ����������� ��� ������� �� ���� ��� ����� �� ��������� ������� ���������� ���� ���� ��� ����������

{�� ��⋯� ��-�}���������������������������������������(�� �)����

����(�(�� �� �� �)) =
����(�(�� �� �� �) �(�� �� �� �)) = ����(�(�� �� �� �)) = ��

(��)

��������������������������������× �����������������������������������

� �� ⋯ ��
�-�

� �� ⋯ ��
�-�

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

� �� ⋯ ��
�-�

=

�>�
���=�

�

(�� - ��)�

���������� ���� ������������ ��× � ������������ ������� ����� ���� ����� ����� �� = ���(�� �) ���
������������������������������������������������

� ���������������
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■ �������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������

������������������������������������

����������������[���_��������] �=
����[{σ = �����������������[���]}� �����[σ] / ����[σ]]

����������������������������������������������������������������������

����������[�_� �_� �_] �=
���������������[���������[�[]� {� �� �}�

����������� → � < �]� ��] /� ���[��������[�] �� ��������[�]]

�����������������������������������

����������[�_� �_� �_] �=
������[{�� �������� ������}�

������� = ���������������[���������[�[�]� {�� �� �}]�
� (*�������*)]�

��[������� === �������� || ����[�������] === ��������� ||

����[�������] === ���� ��
����[�����[�������]] === ����������

������ = ����������[�[�]� {�� �� �}]� ������ = �������]�
������] /� ��������[�] �� ��������[�]

�����������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������

����������[�_� �_� �_] �=
��������[��[��������[�] �� ��������[�]� ����������[�� �� �]�

����������[�� �� �]]� � < �]

�������������������������������������(�� �)�

���������������[�_� �_� �_� �_] �=
����������[�[#] �[#] �� �� �]

�������������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������

���������������������������(�� �)�

������[�_� �_� �_] �= ����[���������������[�� �� �� �]]

������������������������������������������

���������[�_� �_� �_��������� /� � > �] �= (� - �) / �

����[�_� �_� �_� �_� �] �=
��[� ≤ � ≤ ��
��������[� + ���������[�� �� �] (�����[�� � - �] + �)]� {}]

����������[�_� �_� �_� �_� �_� �] �=
���������[�� �� �] �����[���[�� ����[�� �� �� �]]]

���������� ���������������� �
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�����������������[�_� �_� �_� �_� �_� �_� �] �=
����������[�[#] �[#] �� �� �� �� �]

���������[�_� �_� �_� �_� �_� �] �=
����[�����������������[�� �� �� �� �� �]]

�� ��� � ��� �� ��� �� �������� �������� ���� ���������� ������ ������������ �����������

���������������������������������������������

���� �������� ���� ���������� ����������� ������������ ������������ ���� �������

����������

���������[������_���������� �_] �=
�������[�� ������] /� ������������� → �

����������[������������_��������� �_] �=
����������[�������[������������]� �]

�����������[�_� �_������] �= {���������[� - �� �]}

�����������[�_� ����_��������] �=
�����[�����[������ ����� �����[�� � - �]] /� ������������� → �]

���������������[�_� �_� �_� �_� �_� �] �=
�����������[�� ����[�� �� �� �]]

�� ������ ���������� �������� ����� ����������� ������� ���� ���� ���������� ��� �� ���� ��� ���� �������
����������������������������������������������

�����������������������������������������������������������

sin 2π 

3
+ 1
3
 1. no even/odd symmetry

over the intervals [-1, 1] and [0, 1]
sin(π ) 2. periodic, smooth and antisymmetric

sgn() 3. antisymmetric; discontinuous

 4. symmetric; discontinuous first derivative

-2  - 2  < - 1
2

2  - 1
2
≤  ≤ 1

2

2 - 2  True

5. antisymmetric; discontinuous first derivative

 

2
6. antisymmetric; discontinuous second derivative

 7. first derivative is singular at 0

3/2 8. second derivative is singular at 0

ⅇsin(π ) 9. too demanding for symbolic integration

ⅇ
sin

2π

3
 10. symbolic integration not

possible, uses numerical integration

�� ���������������
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■ ��������������������������������������������������

������� � ∈ ℕ������������������������������������������������������������ � �

� ∈ �×�� � ≥ �� ��� � ∈ � � (��)

�������������������������������������������������

���
�∈�

� �- � �� (��)

�����������������������������������������������������������× �������������������������
������� ����� �������� ���������� ������������� ���� ��������� ������������� �������� ���
�����������������������������������������������������������������������

□ �����������������������������

��������������������������������������������������������������������������

� �� = ��� � = � � = ���

����������������× ������������� ≥ �������������������������������������������×��������
�����������

� = � ��

���������������× �������������������������������������

� =
�


�
� ����� �


��� � ���� ��� ����� ��� �- � ���� �� ������

��� �

=

��� ⋯ �� �
⋮ ⋱ ⋮

� ⋯ �� �

∈ �×��

���������

����(�) = ����(�) = ����(�

)�

□ ��������������������������������������������������������

��� ������������ ��������� ���������������� ��������� ����� ���� ����� ��� ��������������

�����������

� = �

 �

�

�


������������������×�����������������������


�������������������������������������������

�× �������������

�����������

���������������������������������× ���������������������������������������������

�


��� = �


� �

���������� ���������������� ��
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��������������������������������������������������������������������������������

��� = �
 -�

�


� �

����� ��������������� ����� ��� ����������� ������� ����� ���� ������� ���� ��������� �������� ����
���������������������������������������

κ�(�) = κ�(�) = κ�(�

)� (��)

������������������������������������������������������������������������������������������
�����

□ �������������������������������������������������

����������������������������������������������������������

�����������������������[����_��������� ���_��������] �=

������[{������ ����� �����}�

{������ ����} = ���������������[����]�

����� = �����������[����� ���������]�

{���������[�����]� ����� �����}]

����������������[�_� �_� �_� �_� �_� �_� �_� �] �=

����������[

����[�����������������������[

���������������[�� �� �� �� �]�

���[�� ����[�� �� �� �]]]]� �]

■ �����������������������������������������

□ ����������������������������������������������������
������������������

�������� ���� ���������� ������������� ������������������� �������� ��� �� ������������ �������

����������������������������������������������{�� ��⋯� ��-�}���� ��(�� �)�������������������
���������������������������

(�� �� �� �) �= {(�� �� �� �)� (�� �� �� �)�⋯� (�� �� �- �� �)} (��)

������������

������((�� �� �� �)) = �� � = �� �� …� �- �� (��)

�� ���������������
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����������������������������������������� � ∈ ��(�� �)��������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������������
����������������������������������������������������

�� �= 〈(�� �� �� ·)� �〉[���] = 
�

�

(�� �� �� �) �(�) ��� � = �� �� …� �- ��

����������������������������� � ����������������������������������������

��(�) =
�=�

�-�

�� (�� �� �� �)�

□ ���������������������������������������������������
������������������

��� ������������ ������� ��� ������������ �(�� �� �� �) ��� ������ ��� ���� ��������� ������

�������� ���� ���������� ������������������� ���� ������������������ ����
�������������

������������[�_� �_� ������_���������� �_] �=

������������[�� �� ������� �] =

������������[�������������[���������[������� �]�

���������[#� #�� {�� �� �}� ����������� → � < �] ��

������ → �������������]� � < �]

������������������[�_� �_� �_� �_] �=

���������������[������������[�� �� � - �� #] �� �� �� �]

�����������������[�_� �_� �_� �_� �_] �=

��������[���[������������������[�� �� �� �]�

������������[�� �� � - �� �]]� � < �]

���������� ���������������� ��
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□ �����������������[-�� �]������������������������������������

�����������

���������������������������������������

���������[������_� �_] �= ������������[-�� �� ������� �]

-��� -��� ��� ���


-�

-�

�

�

1

2

3
2



1
2

5
2

-1 + 3 2

1
2

7
2

 -3 + 5 2

�������������������������������������������������������������������������� �����������

������������������������������������������

����[{������ = �}�

���������������[�����[���������[�� ]� {�� �� ������}]]]

�� �
�

�
� � - ��

�

�
� � - � 

�� ���������������
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������������������������������������������������������������������

� �� ���������� ������������� ����� ���������� ����

-��� -��� ��� ���


-���

���

���

���

���

���

���

������� ������������� �� ��(-���) �� 

function approximation residual

approximation = 0.9375 2 +0.1875

□ �������������������������������������������������������������

����������������

�������������

������ ��(�� �� �) ��� ���� ������� ��� ���� ��������� ������������� ��� ���� ������������
 (�� �� �� �) ��� ��������� ������ ����� ��(�� �� �) ��� ��� ����������� ����������������� ��×� ����
��������

�(�� �� �)

�
�

⋮

��-�

=

(�� �� �� �)
(�� �� �� �)

⋮

(�� �� �- �� �)

� (��)

�� ��⋯� ��-��(�� �� �) = {(�� �� �� �)� (�� �� �� �)�⋯� (�� �� �- �� �)}� (��)

�����

�����������������������������������������������������������������������Π�-� �����
������������������������������������������������(�� �� �� �)���������������������������× �
��������(�� �� �)�����������������������������������������������������������������������

□

���������� ���������������� ��

����������������������� �� ©�������������������������



���������

��� ���������� ������������� ������������������� �������� ��� ���� ����������
{�� �� ⋯� ��-�} ��� ����������� ��� ���� ��� �������������� ��� ���� ������������ ���������
�(�� �� �� �) ��→ ��(�� �)�

�(�� �� �� �) �(�� �� �)  = �(�� �� �� �)�

�(�� �� �� �) = �(�� �� �� �) (�(�� �� �))-� = �(�� �� �� �) �(�� �� �)�

�������(�� �� �� �)�������������������������������������������������������

�(�� �� �� �) � ��(�� �) → ��

�(�� �� �� �) �= ((�� �� �� �)� (�� �� �� �)�⋯� (�� �� �- �� �))�

�����

����������������������������������������������������������������������

□

����������������������������������������������������������������× ��������������������������
������������������������������������

�(�� �� �)-� = �(�� �� �)�

�����������������������������������������������������������������������������������������
�����������������

�����������

κ�(�(�� �� �� �)) = ��

κ�(�(�� �� �� �)) = κ�(�(�� �� �)) = κ�(�(�� �� �))�

����������������������������������������������������������������������������������������
��������� ��� ����� �������� ������� ��������� ������ ���� ������������� ������������������� ���
�������������������������������������������������〈 � � �〉[���] �����������������������������

������������� ���������� ���������� ���������� ��� ���� ��� ������ ������ ��������� ��� ���� ���������
����������������������〈 � � �〉����(�������)�

�� ���������������
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□ ������������������������������������������������������������

����������������

��������������������������������������������������(�� �� �)�

������������[�_� �_� �_] �=

��������[

��������[���������������[������������[�� �� � - �� ]� ]�

{�� �}]� � < �]

��������������������������������������������������������������������������

������������[�_� �_� �_] �=

������������[�������[������������[�� �� �]]� � < �]

������������[�_� �_� �_] �= ���������[������������[�� �� �]]

������������������������������������ (�� �� �� �)�

������������[�_� �_� �_� �_] �= {������������[�� �� � - �� �]}

□ ������������������������������������������������������������������

������������������������������������������� = ��������� = �- � = ���

������������[� � �� ]


�

- + 

� -
� ( +  - � )

(- + )�/�
�

� (� + �   + � - � ( + )  + � �)

(- + )�/�


������������������������������������������������(�� �� �)�������� = ��

������������[� � �] // ����������

�

-+
� �

-
� (+)

(-+)�/�

� �

(-+)�/�
�

� �+�  +�

(-+)�/�
-

� � (+)

(-+)�/�

� �

(-+)�/�

���������� ���������������� ��
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��������������������������������������������������������

��������[������������[� � �]����������[�� ]]


�

- + 

� -
� ( +  - � )

(- + )�/�
�

� (� + �   + � - �   - �   + � �)

(- + )�/�


��������[���������[�� ]����������[������������[� � �]]]


�

- + 

� -
� ( +  - � )

(- + )�/�
�

� (� + �   + � - �   - �   + � �)

(- + )�/�


����������������������������������� (�� �� �� �)�

����������[������������[� � �� ]]


�

-+
-

� (+-� )

(-+)�/�

� �+�  +�-� (+) +� �

(-+)�/�


�� �������������� ���� ������������ ���������� ��� ���� ������� �������� ���� ������������ �����

�����������������������������������(�� �)�

����������[

��������[

����������[

��������[� ���������[������������[� � �� ]]�

������������[� � �� ]]� � ]]]

� � �
� � �
� � �

�� ���������������
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������������������������������������(�� �� �� �) = �(�� �� �� �) �(�� �� �)������������������

����[

{� = �}�

���������������@������[

������[

���[�����������

{

�����������[�� ]�

������������[� � �� ]�

������������[� � �]�

��������[������������[� � �� ]�

������������[� � �]]

}

]�

����

]

]

]

 �  � 


�

-
-

� (+-� )

(-)�/�

� �-�  (+)+�  +�+� �

(-)�/�


 - 
�

�
 -  ( + )

�

�
 -  � +   + �

� (-)�/�

� �

(-)�/� (+)

� �

� � (-)�/�

� �

 �  � 

����[{� = �}�

�����������[�� ] ⩵

��������[������������[� � �� ]�������������[� � �]]

]

����

���������� ���������������� ��
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□ �������������������������������������������������������

�����������������������������������

������ ���� ��� ���� ������� ���������� ���� �������� ���� �������� ����� ���� �������������
�������������������������������������������������������

� �� �� ����/��� �������� ���� ��� ��������� [-�� �] ��� [�� �]

� � � � � �

-� -� � �


-���

-���

���

���

���
� π 

�
+
�

�


Gram–Schmidt orthogonalization

and Fourier approximation

QR factorization interpretation

orthonormal polynomials in L2(-1., 1): Q(-1., 1, 1, ) =
{0.707107} {0.707107}

Fourier coefficients of f: Q(-1., 1, 1, )� f =
{0.191334} {0.191334}

coefficients with respect to monomials: R(-1., 1, 1)-1 ·Q(-1., 1, 1, )� f =
{0.135294} {0.135294}

Fourier approximation to f: QR polynomial:
0.135294 0.135294

�� ���������������
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□ ���������������������������������������������������

��� ���� ����������� ������ �������� ��(�� �� �� �)�(�� �� �� �) = ��×�� ���� ��������� ������� ���
�(�� �� �� �)�������������������������������(�� �� �)�

����[{� = �� � = �}�

�����[�����������������[�[������������[�� �� �]]]�

{�� �}] // ���������]

��
������� ��������
������� �������� ���������
������� �������� �������� ����������
������� �������� �������� ��������� ����������

����[{� = �� � = �}�

�����[����������������[�[������������[�� �� �]]]� {�� �}]]

{��� �������� �������� ��������

�������� �������� �������� �������}

������������������������������������

����[{� = �� � = �� � = ��� � = ��}�

�����[�����������������[�[���������������[�� �� �� �� �]]]�

{�� �}] // ���������]

�������
������� ��������
������� ������� ��������
������� ������� �������� ��������
������� ������� �������� ��������� ����������

����[{� = �� � = �� � = ��� � = ��}�

�����[����������������[�[���������������[�� �� �� �� �]]]�

{�� �}]]

{��� �������� �������� �������

�������� �������� �������� �������}

���������� ���������������� ��
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□ �����������������[�� �]������������������������������

���������� �������������[�� �� �] ��� ���� ����������������� ��������� ������� ��� ����

�������������[�]�

���������� = ������[

{� = �� ����}�

���� = ������������[�� �� �]�

{����� ��������������[����]� �������������[�]�

���������[���������������������[�������������[�]]]}]�

���[����������� ����������]
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������������� ���� ������������ ������� ��� ���� ������������ ������� ��� ����� �� ��� �[�� �] ���

����������������������������������������������������������[�]�

���[����������������� �[����������]]

{�������� �������� �������� �������}

�� ���������������
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■ ������������������������������������������������

���������������������������

������������ ������������������ �������

� �� ���������� ������������� ����� ����������

� � � � � �

�����������

������ �

����������

������ �

����������������

������ �

����������

����

�����

f() = 

approximation

space

Vandermonde

matrix V

orthogonal

matrix Q

function

approximation

residual

2-condition

number

2-condition

number

2-norm

residual

L2(, )  1  2 
1

-

-
3 +-2 

-32

5 2+4  +2+6 2-6 + 

-52
not shown

N/A N/A N/A

L2(-1, 1)  1  2  1

2

3

2


1

2

5

2
3 2 - 1

-��� -��� ��� ���
-���

���

���

���

���

���

���
������ � + ������

3.75889 1 0.102062

L2(0, 1)  1  2   1 3 (2 - 1) 5 (6 (- 1) +1) 

��� ��� ��� ��� ���

���

���

���

���

���
-������� × ��-�� � + ��  - ������ × ��-��

22.8923 1 1.48649×10-15

real-valued

functions on

grid

0.1
0.3
0.5
0.7
0.9

1. 0.1 0.01
1. 0.3 0.09
1. 0.5 0.25
1. 0.7 0.49
1. 0.9 0.81

-0.447214 -0.632456 0.534522
-0.447214 -0.316228 -0.267261

-0.447214 6.09362×10-17 -0.534522
-0.447214 0.316228 -0.267261
-0.447214 0.632456 0.534522

��� ��� ��� ��� ���

���

���

���

���

���
��  + ��

25.4183 1. 0.

���������� ���������������� ��
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□ ������������������������������������������

�� ������������������� ���������������������������������������× � ����������������
��������������� �× ��������������������������

�� ��������������������������������������������������������

�� ���������������������������������������������������������×���������������������������
��×�����������������������������������×��

�� ��������������������������������������������������������������������������������
����� ��� ���(�� �) ������ ��� ������� ������� ��������� ��� �{�� ��⋯� ��-�} � (�� �� �) =
{(�� �� �� �)� (�� �� �� �)�⋯� (�� �� �- �� �)}�

�� ���� ��� ������������� ��� ��� �������������� ��� ���� ��× � ������������ ��������
�(�� �� �� �) = (� �⋯ ��-�) = �(�� �� �� �) �(�� �� �)�

�� ������������������������������������������(�� �� �� �)����������������������������
������������× ���������������������������(�� �� �)�

�� �������������������������������������[-�� �]������������������(-�� �� �� �)����
�����������������������������������������������������������������������������
����[�� �]�

�� ������������������������������������������������������[-�� �]�

�� ���������� ��� ������� ���� ����� �������� �������� ��������� ���� �������������� �������
����[�� �]��������������������������������[-�� �]�

�� �(�� �� �� �) ��� ����������������� ������ ����� ����� ������ �������� ���� ���� ���������
[�� �]������ ⩽ ��

�� �(�� �� �� �) ��� ���������������� ���� ���� ��������� �[�� �]� �� > �� ���� ���������� ����
����������[�� �+ �]��� ≫ ��

■ ��������� ���������������

□ �������������������������������������������������

��� ��������� ���� ��������� ���� ������� ���������� ���� ���� ��× � �������������� �������� �����
�����������������������������������������������������

ϕ(�) �=
�

�
〈� �- � � � �- �〉�

∇ϕ(�) = � (� �- �)�

���������������������������������������∇ϕ (�) = �������������������

� � � = � � � (��)

�� ���������������

����������������������� �� ©�������������������������



����� ���� ������� ���� ������� ����������� ���� �������� ��� ������� ��� ���� ��× � �������� ����
���� �� �= � � ���� ����� ����� ��� ����� ������ ��� �� ������� ��������� ���� ��� ���� ������� �������
�����������������������������

��� = (� � )-� � � � (��)

��������������������������(�� �� �� �)�����������������������������������× �������������
��������(����(�� �� �� �)� �)���������������������������������������������������������������
���������������������������

���������������������������� (�) < ��� (�� �)�������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������

��� = �+ � �

����������������+ = (� �)-� ��

□ ����������������������������������������×������

��������� ∈ �×�
������ ����(�) = �������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������

 ����������������������������������������� = � ��

 ��������� = � � �

 ������� ���� ��������� �������������� �� = � � ���� �� = �� ���� �����������
�������������

 ������������������������������ � = ������� � = ������� � = ������� � = ���

□ ���������������������������������(�� �)

��������������������������������������������������������× �������������������������������
�����������������������������������������������������������������������������

ϕ(�) �=
�

�
〈�(�� �� �� �) �- � � �(�� �� �� �) �- �〉[���]�

��� ������� ���������� �� �� → �
���� ��� ��� ��������� ��� ���� �������� ���������

�(�� �� �� �) � ��(�� �) → ��

∇ϕ(�) = �(�� �� �� �) (�(�� �� �� �) �- �)�

���������������������������������������∇ϕ(�) = �������������������

�(�� �� �� �) �(�� �� �� �) � = �(�� �� �� �) � � (��)

���������� ���������������� ��

����������������������� �� ©�������������������������



��������������������������������������

�(�� �� �) �= �(�� �� �� �) �(�� �� �� �) (��)

�� ������� ���� ��× � �������� �������� ���� �������� ��� ������� ��� ��(�� �� �) ���� ����� ����� ���
�������������������������������������������������

�(�� �� �)� � = �
�-�� ��-�

[���]
= 

�

�

��+�-� �� =
��+�-� - ��+�-�

�+ �- �
� �� � = �� …� ��

�(�� �� �) �=

〈�� �〉[���] 〈�� �〉[���] … �� ��-�
[���]

〈�� �〉[���] 〈�� �〉[���] … �� ��-�
[���]

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

��-�� �
[���]

��-�� �
[���]

… ��-�� ��-�
[���]

�

���������� ���� �������� ������� ��� ���������� ���� ��������� �������������� ������ ��(�� �� �� �)
���������������������������������������[�� �]��������(�� �� �� �) �(�� �� �� �)����������������
�����������������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������

�����������������������������������������������������������(�� �� �� �) � �������������������

(�(�� �� �� �) �)� = �
�-�� �

[���]
= 

�

�

��-� �(�) ��� � = �� …� ��

□ �����������������������������������������������������

���������������

����������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������(�� �)�

��� ��� �������� ������� �� �= ����(�� �� �� �)� ���� ������� ����������� ����������� ��� ���� �����
������ = (�- �) /�������

� �(�� �) �(�� �) � = � �(�� �) �(�)� (��)

������

�(�� �� �� �� �) �=
�- �

�
�(�� �) �(�� �)� (��)

����������������������������������������������(�� �� �� �� �)������������������������������
��� ������� ��������� ������������ ��� ��(�� �� �)� ����������� ���� �������� ��������� ��� ���� �����
�������������������������������������������������������������������������������������

���
�→∞

�(�� �� �) -�(�� �� �� �� �) =
��-� ��� ������� �����

��-� ��� ��� ��������� �������� �����

�� ���������������
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������

���(�� �� �� �� �) �=
�- �

�
�(�� �) �(�)� (��)

���� ��� ��������� ����� ���� ��������� ��� ����(�� �� �� �� �) ���� ����� ���� �������� ����� ���� ����
�������������(�� �� �� �) � ����������������� � ����������������������������������������������
��������� ��� ���� ��������� ����� ��������� ��� ���� ����������� ����� ��� ���� ����������� �������
������������������������������������������

���
�→∞

�(�� �� �� �) � - ���(�� �� �� �� �) =

�(�-�) ��� ������� ���� ��� � ∈ ��[�� �]�

�(�-�) ��� ��� ��������� �������� ���� ��� � ∈ ��[�� �]�

(��)

�������������

������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������

�����

����������������������������������������������������������������������(�� �)���

�[���] = �(�� �� �)-� �(�� �� �� �) � �

���������������������������������������������������������

��� = �(�� �� �� �� �)-� ���(�� �� �� �� � )� (��)

�����������������������

���
�→∞

� (�� �� �)-� -�(�� �� �� �� �)-� =

��-� ��� ������� �����

��-� ��� ��� ��������� �������� �����

���������������������������������������������������������������������������������

�[���] - ��� = �(�� �� �)-� -�(�� �� �� �� �)-� �(�� �� �� �) � +

�(�� �� �� �� �)-�[�(�� �� �� �) � - ���(�� �� �� �� �)]�

□

���������� ���������������� ��

����������������������� �� ©�������������������������



□ ������������������������������������������������������������
������������������������(�� �)

���������

������×����������������������������������������������(�� �)�������������������������������
���������������������������������������(�� �� �)����������������������������������������
�������������� (�� �� �)������������������

�(�� �� �) = �(�� �� �)-� �(�� �� �)-� = �(�� �� �) �(�� �� �)�

���������������(�� �� �)-����������������������������������������������� (�� �� �)�����������
������������������������������������������������������������������������������������������
�����������������

�����

����������������������������(�� �� �� �)�(�� �� �� �) = ��×��

�(�� �� �) = �(�� �� �� �) �(�� �� �� �) =

�(�� �� �)-� �(�� �� �� �)�(�� �� �� �) � (�� �� �)-� =

�(�� �� �)-� �(�� �� �)-� = �(�� �� �) �(�� �� �)�

�� ����� �������� ������� ���� ��������� �������������� ��� �� ���������� ������������������
������������������������

□

��������������������������������������������������������������������������������������

�����������

κ�(�(�� �� �)) = κ�(�(�� �� �))� = κ�(�(�� �� �))��

□ �������������������������������������

����������������������������������������������������������

�������[�_� �_� �_] �=

��������[

����������[

��������[�� �����[������ ���������[� - �� �]�

���������[� - �� �]]]� �� �]� � < �]

�����������[�_� �_� �_� �_� �_� �] �=

���������[�� �� �] ����[{� = ���������������[�� �� �� �� �]}�

���������[�]��]

�� ���������������
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�������������������������������������������������������������������������������

���������[�_� �_� �_� �_] �=

���������������[���������[� - �� #] �� �� �� �]

�������������[�_� �_� �_� �_� �_� �_� �] �=

���������[�� �� �] ����[{�� = ����[�� �� �� �]}�

���������[�����������[�� ��]]����[�� ��]]

�������������������������������������������������������

���������������������������[���_��������� ���_��������] �=

������[

{����� �� �����������}�

���� = ��������[���������������������[���]]�

� = ��������[�����������[���������[����]� ���]]�

����������� = ��������[�����������[����� �]]�

{����� �����������}

]

�������������������������������������������������������������������������������

����������������[�_� �_� �_� �_� �_] �=

��������[

����������[

����[���������������������������[�������[�� �� �]�

���������[�� �� �� �]]]� �]� � < �]

��������������������[�_� �_� �_� �_� �_� �_� �_� �] �=

����������[

����[���������������������������[

�����������[�� �� �� �� �]�

�������������[�� �� �� �� �� �]]]� �]

���������� ���������������� ��

����������������������� �� ©�������������������������



□ ������������������������������������������������[�� �]

����������������������������������������������������������������������������������

����[{� = �}�

���������������@

������[

������[���[�����������

{������������[� � �]� ������������[� � �]�

������������[� � �]}]� ��]]]

�

-
� �

-
� (+)

(-)�/�
� �

(-)�/�
�

� �+�  +�

(-)�/�
-
� � (+)

(-)�/�
� �

(-)�/�

 -  � �
�

�
 -  ( + )

(-)�/�

� �
�

�

�
 -  � +   + �

(-)�/� (+)

� �

(-)�/�

� �

 - 
�

�
 -  ( + )

�

�
 -  � +   + �

� (-)�/�

� �

(-)�/� (+)

� �

� � (-)�/�

� �

�����������������������[�� �� �]�������������������������������������������������
���������������������

������[{� = �� ���� ����}�

��� = ������������[� � �]�

���� = �������[� � �]�

���������������@

������[

������[���[�����������

{������������[�������������[���]]� �����

��������[�������������[���] - ����]}]� ��]]]

�� ���������������

����������������������� �� ©�������������������������
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�

�
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� � �
� � �
� � �

������������� �������������[�� �� �] ��� ���� ����������������� ���� �����

��������[�� �� �] ��� ���� ����������������� ��������� ������� ��� ���� �������� �������
�(�� �� �)�

������[{� = �� ���� ����}�

��� = ������������[� � �]�

���� = ������������[���������������������[�������[� � �]]�

 < ]�

���������������@

������[

������[���[�����������

{���� ����� ��������[��� - �����  < ]}]� ��]]]
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�
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�
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□ ���������������������������[�� �]���������������������

��� �[�� �] = [�� �]� ���� �������� ������� ��(�� �� �) ��� ���������� ��� ���� �������� ������� ��� ���
�����������× ��

�(�� �� �)� � = (��)� � =
�

�+ �- �
� �� � = �� …� ��

�� �=

� � / � … � / (�- �)
� / � � / � … � / �

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

� / (�- �) � / � … � / (� �- �)

�

����[{� = �}� {����������[�������[�� �� �]]�

����������[�������������[�]]}]
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������������������������������������������������������������� ≥ ���������������������������
������������������������������������������������������������������������������������

�����[�����������������[�[�������������[�]]]� {�� �}] //

���������

��
������� ���������
������� �������� ����������
������� �������� ���������� ������������

������� �������� ��������� ����������� �������×��-�

�����[����������������[�[�������������[�]]]� {�� �}]

��� �������� �������� �������� ��������

������� × ���� ������� × ���� ������� × ����

�� ���������������

����������������������� �� ©�������������������������



□ ��������������������������������������������������

������������������������������������������������������ > ��

������ ��������� �������

� �� ���������� ������������� ����� ����������

� � � � � �

�������

������ �

��������

������ �

����������

����

�����

f() = 

approximation

space

Hessian

matrix H

Cholesky

factor U

right-hand

side

function

approximation

residual

2-condition

number

2-condition

number

2-norm

residual

L2(, ) ( - )  -  not shown not shown

N/A N/A N/A

L2(-1, 1) (2 )  2  (1. )

-��� -��� ��� ���

-���

���

���
���

1. 1. 0.408248

L2(0, 1) (1 ) (1 ) (0.5 )

��� ��� ��� ��� ���

-���

���

���
���

1. 1. 0.288675

real-valued

functions on grid
0.1
0.3
0.5
0.7
0.9

(1. ) (1. ) (0.5 )

��� ��� ��� ��� ���

-���

���

���
���

1. 1. 0.282843

���������� ���������������� ��
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□ �������������������������������������������������

�� ����������������������× ������������������(�� �� �)������������������������������
����������� ������� ��(�� �� �� �) ��� ���� ������������������ ���������� ��� �������
�(�� �� �� �) �(�� �� �� �)�

�� �������� ������ ���� ��× � �������� ������� ������ (�� �� �� �� �) ������ ����� ���� ������
�����������������������������(�� �� �� �� �)��������������������������������������
�������� �����(�� �� �� �� �) �����(�� �� �� �� �)�

�� �������������

�� ����������������

�� �����������������������

�� ��� ������������ ������� ��� �� ��� ���� ������� ��� ���� ������������ ������� ��� ����
����������� ������� ��� ����� ��� ���� ����� ������ ��� ���� ��������� �����������������
������������������������

�� [�� �] = [�� �]�����������������������������������������������

�� ��������������������[�� �]����������������������(�� �� �)�����������������������������
������������������������

�� ������� ��������� ���� ������������� ��������� ���� ����� ���������������� �������� ����
���������������������������������������������������������������������������������

�� �������������������������������������[-�� �]���(-�� �� �)�������������������������
��������������������������������(-�� �� �� �)����������������������������

�� ��� ������� ���������� ���� ������� ��� ��������� �������������� ��� ���� �����������
����������������������

■ ������������������������������

□ �������������������������������������������������������

���� ��������� ������������� ������������������� ���� �� �������� ������ ���� ������ �������

�������������������������������〚�� �〛��������������������������������

�� = ���������������〚�� �〛�

��[]

�

�
 ���[]

�� ���������������

����������������������� �� ©�������������������������



�� = ����[{� = �}� �����������������[��� � � �� ]]

�

��
(� + �   + � - �   - �  )  < � ��  ≤ �

�

��
(-� - �   - � + �   + �  )  ≥ � ��  > �

�-� � �+� (-� )+� (-� )+� �  (-� +� )+ � (+�� )

�� (-)�
����

�����������������������������������������������

��� = ����[{� = �}� ����������������[��� � � �� ]]

�

��
(� + �   + � - �   - �  )  < � ��  ≤ �

�

��
(-� - �   - � + �   + �  )  ≥ � ��  > �

�-� � �+� (-� )+� (-� )+� �  (-� +� )+ � (+�� )

�� (-)�
����

������������������������������������������������������������������

������������[�� - ����  < ]

�

�����������������������������������������������������������������

����[{� = �� � = �� � = �}�

��������[�����������������[��� �� �� �� ] -

�����������������[��� �@�� �@�� �� ]]]

������� × ��-�� - ������� × ��-��  + ������� × ��-�� �

����[{� = �� � = �� � = �}�

��������[�����������������[��� �� �� �� ] -

����������������[��� �@�� �@�� �� ]]]

������� × ��-�� - ������� × ��-��  + ������� × ��-�� �

���������� ���������������� ��

����������������������� �� ©�������������������������



����� ������������ ����� ����� ���� ������ ������ �������������� ���������� ��� �� ������ ���������
������������

������[{������������� ��������}�

����[{� = �� � = �� � = �}�

������������ = ����������������[�[������������[�� �� �]]]�

�������� = ����������������[�[�������[�� �� �]]]�

{������������� ��������� ����[�������� - ��������������]}

]

]

{�������� �������� �}

��� ���������� ��������� ���� ���� ������������� ������������������� ��������� ��� ��������
�������������������������������������������������

□ ������������������������������������������������������
�����������

���� ��� ���� ��� ��������������� ������� ���� ������ ������� ������� ���� �� ��� �����������

�����〚�� �〛��������������������������������

�� = ���������������〚�� �〛�

��[]

����[]

���� = ����[{� = �� � = �� � = �� � = ���� � = �}�

����������������[��� �� �� �� � �� �]]

�� + ������� × ��-�� 

�����������������

���� = ����[{� = �� � = �� � = �� � = ���� � = �}�

��������������������[��� �� �� �� � �� �]]

��

�������������������������������������������������������������������������������������������
����������������������

���� - ����

-������� × ��-�� + ������� × ��-�� 

�� ���������������
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�����������������������������������������������������������������������������������������
������������������������������������������������������������������������������������������

������[{������������� ��������}�

����[{� = �� � = �� � = �� � = ���� � = �}�

{

������������ = ����������������[

�[���������������[�� �� �� �� �]]]�

�������� = ����������������[

�[�����������[�� �� �� �� �]]]�

����[�������� - ��������������]}

]

]

{�������� �������� �}

□ �������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������

����������������[������_��������] �= ��[

����[����������[������]] ⩵ ��

���������[{������[[� ��� �]]�

-���[�� �����[������[������〚 �� � �〛]]]}]

]

������ �������� ������������ ���� ������� ���� ������ ������� ������� ���� �� ��� �����������

�����〚�� �〛��������������������������������

�� = ���������������〚�� �〛�

��[]

���[]

�����������������������������������������������������������

������� = ����[{� = -�� � = �� � = �� � = ���}�

�����[

{�� ����[���������[��� �� �� �] -

�������������[��� �� �� �� ���� �]]}� {�� �� ��}]]

{{�� �������}� {�� ��������}� {�� ���������}�

{�� ������}� {�� ����������}� {�� ����������}�

{�� �����������}� {�� �����������}� {�� ������������}�

{�� ������������}� {��� ������������}}

���������� ���������������� ��

����������������������� �� ©�������������������������



���� ��� ���� ������������ ������� ��� ���� ���� ������� ���� �������� ���������� ������� �������� �����

����������������������������������������������������

� � � � � ��

��-�

�����

�����

�����

� �
�

�

normalrhsf3, a, b, n - normalrhsgridf3, a, b, 2k, s, n calculated convergence order
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max-norm of continuous-discrete normal equation solution, m = 2k calculated convergence order
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