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�������� ���������� �� ��������� ������� ������������ ��� ������� ���������� ����� ���
����� ��� ����������� ���������� ��� ��������� �� ����� ������������� ��� ���� � ��������
�� ��� ����� ���� ���������� ���� ��� ������� ��� �������� �� ��� ������� �� �������� ��
�������� ��������� ��������������� ��������� ����� ������� ��� � �������� ������ ��
�������� ���� ����� ��������� �������� �� �������� �� ��� ��������� ��������� ���
�������� ���������� �� ��� ���� ���������� ���� ����� ���� �� ������� ��� ���������
�������� �� ������� �� ��������������� ���������� �� �������� ����� �������
�� ���� ����� ��������� ��� ���� �������� �� � ������������������������ ������ �� ������
��������� ����� ���������� ���� �� ������� �� ���������� ��� ��� �������� ��������� ����
��������� ��� ���� ������� ��� ������� ������������ ������� ��������� �� ����� ����
�������� �� ��������� ����������� ��� ������� ������ �� ������� ��� ����� ����� �����
��������� ���� ��� ������� ��� ����� ����� ��� ������ ��� ����������� �������� �� ������������
��������� ��� ��� ������ ��� ������������� ��������� �� ���������� ����� �� �� ����� ���
���� �������� �������� ������� ����� ��������� �� ���� ��� �� ��������� ���������� ��� ���
���� �� ����� ��� ���� ������������ �������� �� � ������������������������ ������
��������� �� � ������ ��������� ����� ����� ������ ��� �� ����������� ��������� �� ���
������������ ��������� ����� �������� ������������ ���� ��������� �� ����� ���������� �������
���� ��������� ���������� �� ������ ��������� ������ ��� ����������� ����������������
������� ���� ������ ������������ �� ������� ������ ��� ������� ������� ��� ���������� ����
����� ������ ��� ���� �������� ������ ������� ��������� ������ ��� ����������� ����������
��������� ������� �� �������� �� ����������� ������������������������ �������� ���� ���
���� ���� ���� �� ���������� ������� ������ ����� ���� ���� ����� ������� ��� ��������
������� ����� ���� �� ����� ����� �� ������� ��� ����� �� ��������� ����� �� � �������� �� ���
���� ���� ��� ��� ��������� ���������� �������� �� ���� ������ ��� ��������� �� ��������
��� ��������� ��� �������� �������� �� ��� �������� �� ������������������������ �������
��������� �� ������ ����� ������ �� ������� ��� �������� �������� �� �� �����������
�������� ������� �� ����� ���� �� �� �� ������� ���� ��� ������������ �� �� ������� ��� ���
�������� ������� ���������� ���� �������� ��� ��� ��������� ������������ ��������� ���� ����
������ �� ��������� ������������ ��� �������� �������� ��� ���������� ���� ���������� ����
��������� �� ������� ���� ��� �������� ��� ���� ��� ���� ������ ��� ������ ����� ����� ��
������ ������� ��� ������� ��������� �������
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�� ���������� ����� ��� �������� �������� �� ���� �� �������� ��� ���� ��������� �������
������� ���� �� �� ����������� ������ ��� ���� �� ��� �������� �������� ��� ��� ��������
���� ��� ���� �� ��� ���� ������� ��������� ���� ����� ���� �� �� ��������� �������� �� ���
������������� ���������� ��������� ���� ��������� ���� ��� ���� ��������� ��� �����������
����� �� �������� ��� ������������� ������� ��� �������� �� ��� ������� ���������
��������� �������� �� ��� �������� ��������� �� ��� ������ ������� �������� ������� �� ����
�������� �� ����� ������� ��� �������� �������� �� ������ �� � ������������ ������������
�������� ���� ��� ������� ���������� ����� �� ��� �������� ��� ��� ������������ ��� ��������
��������� ���� ��� �� �� ��� ������� ������������ ������������ ���������� ���� �� �����
�������� ��� ������� ����������� ��� ����� ���� ��� ������ �� �� ��� ��� �� ������ �����
���� ��������� ������� ���������� ���� ��� �������� ��� ��� ��� �������� �� ������� �����
��� �������� ��������� ���� ��� ����� ���� ��������� ���� ��� ������� ���������� ����� ��
��� ��� ����� ���� ��� ������ �� �� ��� ��� �� �������������� ������ ���� ���� ���
�������� ������� �����������
�� �� ��� ������� �� ���� ������� �� ������ ��� ���������� ���������� ��������� ���� ��
��������� �������� ����������� ��������� �� ���� ������ ��� ������ ��������������� �����
������� ���� ������ ��� ����������� �� ��� ���� ��������� ��� ���� ��� ���� �� ��� ��������
��������� ��� ����������� ��������� ������� ����� ��������� ��� ���������� ����� �����
����� �� ������� ���������� ������������ �� ����� ������� ��������� ���������
��������� ���� ����� ������� ��������� ��� �������� ��� �������� ���� �� �������� ����
���� �� ���������� ��� ����������� ��������� ��� �������� �� ��������� �������� ��
��������� ����������� �� ��� ��������� �� ������� ������ ��� ������� �� ������� �������
���� ���������� ������� ���� ��������� �� ������� ��� ������ �� ��� ��������� ����������
������� ��� ����� ��������� �� ��� ������ ��� ��� ������� ��������� �� ��� ������� ��
��������� ������� ��� ��������� ������� ��� ��� ��������� �� ��� ���� �������� �� ��������
�� ��� ������������ ��������� �������� �� � �������� �� ������� ����������� ��� ��������
������� ������� ���� �������� ���� ���������� �������� �� ���� ��� ���� �������� ������
������� ������ ��������� �������� ���� ��������������� �� ��� �����������
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�̈(�) + � ζ ω� �� (�) +ω�
� �(�) = ����Ω� �� � ��� (�)

����� ζ �� ��� �������� ������� ������ ω� �� ��� ������� ���������� Ω� �� ��� ����� ���� ��
������� ��� ������ ��� ������� ��� ��� ���� �������� ��������������� ���� ������� �� �����
������� ������� ��� ���� �� ����������� � ����� �������� ��������� �� ����� � ����� ����
������ ����� �� ��� ���� �� ��� ������ ��� ������� ���������� �� �(�) = � ��� �� (�) = �� ���
������������ �������� �� ������ �� � ������������������������ ������ ������ �� ��������
���������� ���� �� ������ ��������� ����� ��

�̈(�) + � ζ ω� �� (�) +ω�
� �(�) � ���(�� �α � - ��)� (�)
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����� �� = � π ������ / α ���(�)� α �� ��� ������ ����� ���� �� ������������ ��� ������ �� ���
������� ����� ��������� �� ��� ������ �� ��� ��� ������ ����� ����� ������ � ����� ������
���� ����� �� ��� ���� �� ��� ������ ��� ������� ���������� �� �(�) = � ��� �� (�) = ��
�� �� ������� �� ���� ����� ���� ��� ������ ����� ��� ��� ������ ����� ��������� �� ���
��������� �����

�̈(�) + � ζ ω� �� (�) +ω�
� �(�) � ���(ϕ(�) - ϕ�)� (�)

����� ϕ(�) �� � ������� ����� �������� ��� ϕ� �� ��� ������� ������ ���� ��� ������ ���
������ ����� ��������� �� ������ ��� �� ��� ���� ��� ��������� ���� ������� �����
����� ���� �� ������ ��� ������������ ����������� ����������

�̈(�) + � ζω� �
� (�) +ω�

� �(�) � Ψ(�)� (�)
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Ω� τ�

�
�τ � �ω� �- ζ� ��

(�)

�� ��� ���� ����� ��� �������� �� ����� �� ������� ������������� ���� ��� ��������� ���������
��� �� �������� �� ����� �� ��� ����� ��������� ���(�)� ��� ��� ��������� ����� ���������
���(�)� ���� ���� ������� �������� �� ����� ���(�) = - � ���(�)� ������������� ��� �������
�������� �� ��������
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�� ����� �� ������ ���� ���� �������� ��� �(�) ���� �� ���� ������� ��� �������� �� ������� ��
���� ��� �� ��� ���� ���� ��� ����������� �� ��� ����� �������� ��� ��� ��������� �����
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������ �������� ��� ��� ��� ����������� ���� ��� �������� �� ������ ������ �� ����������
��������� ��� �� ��� �������� ��� ��� ��� ���������� ���� � ������ �� ����� ���� �� ���
������� ��� ����� ���������� ���������� ����� ���� ������� �� ��� ������� ����� ����������
����� �� ���������� ��������������� �������� ������������� �������� ������� ���� ��� ������
����� �� ���� �� ��� ����� ��������� �� ����� ��� ���� ��� ����� ���� �� ��� ������� ��� �����
��������� ��� �� ���(τ� Ω� / �)� ����� �� ��� ������� �������� �� ��� ���������� ���� �� ���
��������� ����� �� ��� ���������� �� ��� ���� ������������ ��������� ��� ������ ����������
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��� ������� ���������� ������ �(�) = � ��� �� (�) = �� ���������� ��� ���������� ��� ��� ������
���������� ���� ������� �� ���� ������� ��� ����� �� ����������� ���� ������� �� ���

�� �

���
� μ���� �̈(�) + � �� (�)�� (�)

����� �� ����� μ = �� ���(�) / ��� ��� ��������� �� ������ ���� ������ �� ��������� ����
��� ����������� �� ��������� ������������ �� ��� ������� �� ����������� ��������� �� ���� ��
��� ������� �������� �� �������� ���� ������� ��� ������� �������� �� � ������������������ ����
����� ��� ��� ����������� �� ��� �������� ��� �� ���� ��������� �� �� ���� ������� ��������
��� ��������� ��� ����������� �� ��� ��������� ������������
�� �� ������� �� ����� �������� ��� ��� ��� ������ ����� �� ��� ��������� ���� ������� �����

�� μ� �̈(�) + � μ(μ+ � ζ ω�) �� (�) +ω�
� �(�) -ψ(�) � �� (��)

����� ψ(�) = ���� � π(�-�) ������μ �� ���� ����� ��� ��������� �� ���������� ������� �� ������
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�� ��� ���� ��� ���� � �- ζ� + � ζ� - � � × (� ����� ����������) = �� ����� �� ���

���������� �� ����������� ������� ����� ������� � < ζ < �� �� ������� ���� �- ζ� + � ζ� - �
������� �� ����� ������� ������� ���� �������� ���� ���� ������ ������� �������� ����
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������ ������ ������ ����������� ����� ��� ��� ���� ��� ��������� ����� �� ���� ���(� + � �)
��� ���(�+ � �)� ����������������������������������������� ��� ���(� + � �) ���
������������������������������������������ ��� ���(� + � �) ������� ������ �������
����� �� ����� �� ������� ����������� �� ���� �� �������������� ���������� �� ���������
����� ������ ���� ���� ���� ��� ������ ������������ ����������� ����������� ���� ���
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������� ��������� �� ��� ����� ��� ����� ���������� ������ ���� ��� ����� �������� ��
����� �� ���(�) = �

π ∫�
��-�� �� ��� ������� ���� ��� ��������� ����� ��� �������� ������

�� ���(�) �� ��� ���� �� ��� ��������� �� ���(�)� ����� ���(�) = ���(�) / �� �������� ����
��� �������� � ������� �������� �� ����� ���� �� ��������� ����������� �� ��� ����
�-(� + � �)� = ���-� � � � - �� � ��� ��� �������� �� ��� �� ���� �� ��� �������� ����� ���� ���
���� ���� �� ��� �������� ����� ���� ������� ���� �� ���� ��� �� ��� � ����� ���(�) �� ����
����� �� ��� ������� ������ �� ��� ��� ��� ������ �������� ������� ��� ���� ��������� ���
�� ����� ��� �������� ���� � �� ��������� � ���� ��� ������ ��� �������� ���� (�� �) ��
(�� ��(�)) ���� ��� �������� ���� (�� ��(�)) �� (��(�)� ��(�))� �� ��� �������� ���� (�� �) ��
(�� ��(�))� �� ��� �� ������ ����������� ��� ���� � = � �� � = ��(�)� ����� ���� ���(�) ���
���(�) �������� ���� �������� �� ����� �� ��� ����� �� ������� � ��� �� �� ����� ��� ���
��� ������ �� ��� ������������ �� ���(�) ��� ���(�) ���� ������ �� ��� ����� �������� ��
��� �� �� ����������� ��������� ���� ������� ������������� ��� ������� ������� ����
��������� ���� ��������� �� ������ �� ����� �� �� ��� ��������� ����������� ����������

��������� ������[���[��� ���[���[� + ⅈ �]]]� {�� -���� ���}�
{�� -���� ���}� ��������� → ����
��������� → �����[���[���[� + � �]]]�
��������� → {����� ����}� ��������� → ��]

���������

▲ ������ �� ���� �� ����� ����(� + � �)�� ������� ���� ���� ��� ����� -��� ≤ � ≤ ��� ��� -��� ≤ � ≤ ����
��� ��������� �� ���(� + � �) ��������� �� ����� ����������
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��������� → �����[���[����[� + � �]]]�
��������� → {����� ����}� ��������� → ��]
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▲ ������ �� ���� �� ����� ����(� + � �)�� ��� �������� �� ��� �� ������� �� ���� �� ����

������� �� ��� ��������� ���� ��������� ��������� ������������� ������������ �����
���������� ������������������� ����������� ��� ������ �� ������� ��� ����������� �����
������ ���� ���� �� �������� �� ���������� ���� ��������� ������ �� ������������� ����������
���� ������� ���� �������� ���� �������� �� ��������� �� ������ �� ���������� ���������
�� ��� ������ �� ��� ����� ���������� ������ ����� ������� ���������� ������� �����������
������ �� ��� ����� ���� ��������� ������ �� ��������� ���� ������ �� ����� �� ��� ��������
����������� � ���� ���������� ����� ����� �� �� ���������� �� ���� ����� �� ���� ��� ����
��������� ����� �� ������ ��� ��� ���������� ��� �� ������� ������������ ����������� ����
������ ����� ���������� ������ �������� ������ ����� �������� ������� �� �������� ��� ����
���� �� �������� �� ��� ��� ����� �������� ��������� �� � ��������������� ��������� �����
���� ������������ ��� ��� �������� ��������� ����������� ����� ����� ���������� �� �����
�� ��� ��������� ������

�� ������� ��� �� ��� ������ �� ��������� �������� ������� �� ����� �������� �������
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To build confidence in the closed-form solution, the equation of motion was also solved by
direct numerical integration. For the linear sweep case, the results presented herein were
obtained from the closed-form solution, equation (7), as well as direct integration of the dif-
ferential equation of motion, equation (1). The closed-form solution was evaluated by first
rationalizing all of the inputs to (7) (other than integers, rational numbers and multiples of
� and π) using �����������[������ �] (which converts any number to rational form),
and then evaluating the real part of the result (to eliminate any very small imaginary
numbers) to the desired number of digits of precision (typically 30, 50 or 100) with the �
function. The numerical solution was obtained by integrating the equation of motion (1)
with ������� out to a some desired maximum time (typically some time after the sweep
frequency hits the natural frequency of the system), with ������������������ → �,
�������� → ����, and ����������� → ��[ω� ≤ �� π� �

��×��× ω�
� π

� �
�×��× ω�

� π

].

Figure 3 shows the response time histories for a system with a natural frequency of 5 Hz
and a critical damping ratio of 1%. The sweep frequency was started at zero Hz and the
sweep rate was 150 Hz/min, or Ω� = � π ��� / ����. In the figure, the dashed orange line is
the closed-form solution and the dotted blue line is the direct numerical integration solu-
tion. Clearly, the differences are imperceptible. Table 1 shows the numerical values for
both solutions for a randomly selected subset of the time points used in plotting Figure 3.
Again, it is evident that for all practical purposes, the solutions are identical.
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▲ ������ �� ������������ �������� ���� ��������� �� � ������������������������ ������� �� = � ���
������� �� � �������� ����� ���� � ������ ����� ���� ��������� �� ��� �������

���� �������� �� ������������������������ ������� �� ��������������� ���������� ��
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Time
(sec)

Exact
Acceleration

Numeric
Acceleration ΔAcceleration

0.761046 0.152084 0.152084 6.11288×10-8
0.823968 0.177004 0.177004 4.45193×10-8
1.28228 -0.059255 -0.059255 2.86608×10-8
1.88316 -2.82614 -2.82614 2.20916×10-8
2.32626 -2.71312 -2.71312 3.07327×10-8
2.63129 -3.61323 -3.61323 2.9596×10-8
2.70631 -2.51184 -2.51184 7.27678×10-9
3.73391 2.31482 2.31482 2.05486×10-8
4.57711 5.54772 5.54772 4.03676×10-9
4.95676 2.17309 2.17309 2.61235×10-8

▲ ����� �� �������� ������������ �������� ������ ���� ��� ���� ��������� ����� �� ������ ��

��� ��� ������ ����� ����� ��� ������� �� ����� � ���� �������� ���� ��� �����������
��������� �������� ����� �� ���� �� �� ������ ����������� �� ��� ������������ �������� �� ������
�� ��� ��������� �������� ���� ��� ��������� ��� ���������� ��� ����������� �������� ��� ���
������ ����� ���� ��� ��������� �� ���� ��������� ��� ��� ����������� �������� �� ��� ������
����� ����� ��� ��������� �������� ��� �������� �� ����������� �������� ��� �� ��� ��������
���� ������� ���� � = � ��� �� ���� ������� ������� ����� �� � ���������� ������
�������� �� ���� ���� ������ ��� ���� �� ����� ��� ����� ��������� ���� ��� �������
��������� �� ��� �������� ���� ������������������ → � ��� �������� → �����
��� ���� ����� �������� ��� �� ��������� ��� ������������ ���� �� ��� ��������� ������ �
����� ��� �������� ���� ��������� ��� � ������ ���� � �������� ������� ��������� �� ��� �� ���
�������� ������� ����� �� ����� ��� ����� ��������� ��� ������� �� ��� �� ��� ��� ����� ����
��� ��� ������������ ��� ������ ������ ���� �� ��� ����������� �������� ��� ��� ���� ������
���� �� ��� ������ ��������� ����������� ��������� ������ ��� ����������� ��� ��������������
����� � �������� ��� ��������� ������ ��� ���� ��������� ��� � �������� �������� ������ �� ���
���� ������ ���� �� �������� ������ �� ��� ��� ��������� ��������� ��� ������� ��� ����������
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▲ ������ �� ������������ �������� ���� ��������� �� � ������������������������ ������� �� = ���� ���
������� �� � �������� ����� ���� �� ������ ����� ���� ��������� �� ��� ������������
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Time
(sec)

Exact
Acceleration

Numeric
Acceleration ΔAcceleration

136.19442 2.63166 2.65684 -0.02518
146.73462 -15.89134 -15.89029 -0.00106
159.71743 -6.08328 -6.09272 0.00944
126.99928 -12.59820 -12.59412 -0.00408
125.91816 4.39599 4.40947 -0.01348
152.41040 7.72848 7.72970 -0.00122
131.95368 -5.14402 -5.16466 0.02064
144.33781 12.02835 12.00936 0.01899
136.27535 4.99460 4.98006 0.01454
151.97680 2.67062 2.67935 -0.00873

▲ ����� �� �������� ������������ �������� ������ ���� ���� ��������� ����� �� ������ ��

■ �� ������������ �� ���� �������� ������
��� ������������ �� ��� ���� �������� ������ �������� ��� ������ ������ ��� ����� �� �����
��� ���� �� ��� �������� ����� �� ��� ������������ �������� ���� �������� ��� ���������
����������� ��� ��� ������� ������������ �� ω�� ζ ��� Ω� ��� ������ ����� �� �� ��� ������
������ ����� ����� ���� ���� ���� �� ��� �������� ������ ��� � ���� ����������� ������ ��
��� ����� ���������� ��������� �� ����� �� ��������� ��� ���� ������������ �� ���� �����
����������� �� � ������� ��������� �� ���������� ���� ��� ��� �������� �� ���� �� ����
������� �������� ��� ������ ��� ���� ������ �� ���������� ��������� ������� ���� ��������
���� ��� ���� �������� ������� ����� ����� ������� ��� ���� �������� ������� �����
����� ����� ��� ������������� ��������� �� ���������� ��� ����� �� ��� ������� ��������� ��
��� ������� ������ ��� ������ ��� ��� ����� ��� ������� �� ��� ����� �� ��� �������� ����
������� ����� ��� ������������� ��������� �� ���������� ��� ����� �� ��� �������� �������
��������� �� ��� ������� ��� ��� ������ ����� ����������� ��� ���� ��� �������� ��

���������� � ω� �- ζ� �Ω� (��)
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�� ��� ���� �� ��� ��������� ��������� �� ������ ��� ���� �� �������� ������������ ������
��������� ��� ������������ �������� �� ���������� �� ����� �� ��� �� ������� ������������� �� ���
���� ������������� ��� ���� ��� � ���� ������ ����� ������ ������ ���� ���� �����
�������� ����� ������������ ����������� �� ��� ���� �� ��� ���������� ��������� ����
������� ���������� �� ω� ���� ���� �� ����� �� ��� � ������� ������� �� ���� ������� ����
������ ���� ������ �� ��� ������������ ������������ �������������� ���� ��������� �� ���
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����� �� ����� ��� ����������� ��������� ���� ��������� ��������� �� � �������� �� ω� ���
������������ �� ζ ��� Ω� ��� ������ ������ �� �� ��� ������ ������ ����� ��� ��� ����� ��
ω�� �� ����� ��� ���� ������������ ���� ����� �� ��� �������� ����� ��� � ������ ���������
������ ���� �������� ���������� ��� ����� ���������� �������� �� ���� ������� ������ ����
������ �� � ������������ �� ���� ����� ��� ����� �� ����� ���� ������ ���� ���� �������
������ �� ��� ����� �� ��� ������� ��������� ���� ��� �� ����° ����� ����������� ����� ����
����� �������� �������� ��������������� ������� �������� �� ��������� ���� ��� ����� ��
������ ��� ��� ���� ����������� ���� ��� ����� �� ��� ������� ����� �� �������� ���� ��
�������� ����� �� ��������� ���� ��� ������ ������� ���� ��� ���� ������
���������� ���� ��� �������� �� �� ����� ����� �� � ���� ������� �� ����� ��� ������ ��� ���
���� ������ ���� ��� ���������� ��� ���������� � �� ��� �������� �� ��� ��� ���� ���� ����� ��� ������
������ �� ��������� �� ��������� ���� ��� ������ ���� ��� ���� ���������� ��������������
��� ���� ��� �� ����� �� �������� ���������� ���� ��� ������� ����� ��� ������ ��� ������
������ �� ����� �������������� ���� �� ��� ���� ������� �� ������ ��� ω� ����� ���� ���
������ ω� ≤ �� π ��� / ��� ��� ω� > �� π ��� / ����
��� ���������� ��� ������� ������������ ���� �� ω� ≤ �� π ��� / ��� (�� = ��� ��)� �� ��� �����
�������������� ���� ���������� ��� �������� ��� �� ���� = �� ���������� ����� �������� ������� ��
���� ������ ���� ��� ���� �������� ��������� ��������� ����� ��� �� ��� ��� ��� �� ����� ��
��� ������ �� ω�� �������� ��������� ��� ���� �������� �������� ����� �� �� ��� �� ���
��� ��� �� ����� �������� ���� ���������� �� ����� ���� �������� ��� ���� ��������
������� ����� ��� �� ��� �� ����� �� ������ �� �� ���� ���� ��� ���� �������� ����� ��� ��
���� ��� ���� ������ ���� ��������� �� �������� ���� �� ���� ������ ���� ������ ���� �
������ ���� ����� ���������� ��� ����������� �� � ���� ���� �������� ����� � ��� ������
������ ��� �� ��� ������� �� ��� ����������� ��������� ����� ��� �� ��� �������������
���������� �� ���� �� � ������ �� ��� �������������� ���������� ���� �������� ���������
������������ ��� �� ��� ���� ��������� ���� ����� �� ����� ���� ���� ��� �� �� �� ��� ���
��� �� ����� ���� ��� ���������� �� ���������� ��� ���� ��� ��������� ������������ ��� ������
������� ������������ ���� ��� ω� > �� π� �� ��� ����� ���� ���� = � ���������� ��������� ����
�������� ������� ��� ���� ����� ����� ��������� �������� ����� ���� = ��� ���������� ����
�������� ������� ��� ����� ����� ����� ������� �����������
�� ���� �� ��� ����������� ������ �� ��� ������� �� ��� ��������� �� ��������� ���
������� ����������� ���� ���� �� �� �� ���� � ����� �������� �� � ������ ����� �� �����
���������� ���� ������� ������������� �� ����� ��� ������� ���� ���� �� �� ���� �� �
����� �� ��� ������� ��������� �� ��������� ����� ��� ��� ����� ��������� �� ��� ����
����� ��������� ����������� ��� ����������� �� ������������ ����� �� ��������� ���
������� ���� ���� ����� �� ��� ������� ��������� �� ��������� ����������� �� ���� �����
������ ���� ������� �� ������ ��� ������� ���� ���� �� ��� ��������� �������� ��� ���
��� ����� ����������� ����������� �� ��� ����� ����� �� � ������ ���� ���� ���� ���
���� ������� ���� ���� �� � ������ ��� ���� ��� ��� ������ ��� ��������� ��� ���������
���������� ���� ��������� ������� �� �������� ��������� ���� ������� ��� ���� ���� ��
������� ������� �� ��� ��������������� ������������ �� ��������� �� ���� ���������� ������
�������� �� ��� ��������� ���������� �� ���� ��� ������������ ����� �� � ����������� ������
�������� ��������� �������� �� ���� �� ��� ����������� �������� �� ����� ��������� ����
����� �� ����� �� ������ �� ������� � ������� �� ����������� ����������� ���� �����
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������������� ���� ���� ��� ������������ ������� ������� �� �� ���� ����� � �������
������� ������ �� ���� ����� ����� �� ����������� ��� ��� ����� ��� �������� �����
������ �� ����� ��� ������ ���� ���������
�� ��� ���� �������� ���� ��� ����������� �������� �� ��������� �� ���� ������� ������ ����
���������� �� ����� �� �������� ��� ��� ���� ������������� ���� �������� ��������� ��� ��
��� ���������� �������� ��������� ���������� ���� ��� ��� ����� �� ����� ��� �����������
�������� ���� ������ ��������� �� ����� �� �� � ���� ����������� ������ ����� ��� �������
���� ��������� �� ��� ������������ �� ��� ����������� �������� ���� ������ �������� �
������ ���� �� ������ ������ ����� ���� ���� ��������� �� ����� ���� ������� ��� ��� �� ���
��������� ��������� ����� ��� ������ ��������� �� ��� ��������� ���������� ������ ���� ���
���� �������� ��������� ��� �������� ���� ��� �� ��� ��� ����������� ��������� ��������
�� ���� ��� ���� ������������ ������ ��� ������ ������ ���� �� ����� ���� ������ ��
������ �� ���� ����� �� ������� ������ ���������� �� ��� ������� �������� ������ �� �����
���� ��������� ������ ±�� ������ ���� ����� ����� ���������� ��� ����� ����� �� ����°
����� ����������� ������� �������� ��������

■ �� ���� �������� ������ ��� ������ �����
������ � ����� ��� ���� �������� ����� ��� ����� ��������� ���������� �� � / � ζ� ���
������������ �������� �������� ���� ��� ���������� ��������� �� ����� �� ��� ��������
������� ��������� �� ��� ������� ������� ������� ��� ������� ��������� �� ��� ������ ���
����� ������ ���������� ����� ������ �� = ��� �� = �� ��� �� = ��� ������� ��� ������ ���
� �������� ������� ����� �� ζ = ���� ��� ��� ������� ��������� ��� ������ ���� ���� �� ��
�� �� �� ����� �� ���� ��� ���� �� ��� ������� ������ ���� �������� ������ �� ���� ��
����� ������ ��� �������� ��� ��� ������� ��� ��������� ���� ������������ ����� ���
����� ��������� ��������� �� �������� � ��� �� ���� ��� ��������� ������ ±�� ������ �� ���
����������� ��������� �������� �� ���� ��� ���� ������������ ������� ���� ����� �����
���������� ��� ������ �� ��� �� ����� ��� ����������� �� ��� ���� �������� �������� �� ���
�������� ������������ �������� �� ���������� ��� ������� ���� ��� ������� ������������ ��
��� ������� ��������� ���������� ����� ������ � ������� ������ �� �������� ������ ������
��� ����� ���������� ��������� ������ ��� ����������� ���������� ����� ������� ��� ����
������� ���� ����� ��������� �� ������ ���� ���� �� ��� ���������� �� ��� ���������
�������� �� ��� ���� ������ �� ��� ����� ������������ ���� �������� ��� �������� ����
���� ��� ����������� ���������� ������� ��� ��� ����������� ��������� ������ � ����� ��
�������� �������� ���� �� ��� ��������������� ����� �� ������ � ��� ��� ��������� ��
������ �������� ��� ���������� ���� ����� �� ������ �� ��� ������� ������� �� ������ � ����
�� ��������� �� ���� ������ ������
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������� ����������� �� ���� ��� ���� �������� ������ � ��������� ����� ��� ������ ���
������������ �������� ��������� ���� �� ����� �� ������ �� ����� ��� ���������� ����
��������� ��� ����� ��� ��� ����� ����� ������� � ��� �������� ���� ������ � �� ������
��������� ��� �������� ���� ����� �� ����� �� ��� ��������� ������� �� ��� ���������� ����
����� ���� ����������������� ����� ��� ��������� �� ���������� �� �������� ������� ���
������� ��������� ��� ��������� ���� ��� ������ �������� ��� ����� ������ � ��������
���� �� �� ��� ������� ��������� �� ��� ������ ��� ���� ������ �� � �������� �� ��� ������
�������� ���� ��� ����� ��������� ������ ��� ������� ���������� ��� ����� �������� ��
��� �������� ��� �� ��� ���������� ���� ��� ���������� �������� �� ��� ������ �� ��� �������
���������� ���� �� ���� ������ ��� ������� �� ��� �������� ���� ��� ����� ���������
������ ��� ������� ���������� ��� �������� ���� �������� ���� ��� ��������� �������� ��
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������ � ����� ��� ���������� ���� �������� ��� ������� ����� ����� ������� ������� ���
������� ��������� ������� ������� �� ��� ������ ����� ����� ���� ������������� ������ ����
������� �� ������� ��������� �� ��� ����������� ��� �������� ������� ����� ��� ���� ������ ��
ζ = ����� ��� ���� ���� �� ������ � �� ��� ���� �� ��� ���� ���� �� ������ �� ���� �������
������������ ������� ���� ��� ������ ����� ���� ���� �� ��������� �� ������ ����
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□ ��� ��������������� �� ���������� �� ���� �������� ������ ��
��� �����������

�� ������� � ������� �� ��� �������� �������� ��������������� �� ��� ���������� �� ��� ����
�������� ������ ��������� ��� ����� ���� ��� �������� �������������� ��������� �� ������
�� ��� ���� ������ ������� � ������������� �� ����� ��� �������� ��� ������ ������ ���
���� �������� ���� �� ���� ��� ����������� ��� ��������������� �� ��� ���������� ��� ���
���� �������� ��� �� ��� ������� ��������� �� ��������� ���������� ���� ���� �� � ����
���� ������� ������� ����� ��������������� ��� ���� ���������� �� ����� �� ���� �� ����
���� ��� ���������� ������ ����������� ����� ��� �� ���� ������� ��������� �� ������
������� ������������ ���� ��������

�� ��� ���� �������� ������ ������ ���� ���� ����� ��� ����� ��������� ������� ���
������� ��������� �� ��� �������

�� �� ��� ������� ��������� �� ��� ������ �� ���������� ��� ���� �� ����� ��� ����� ����
������ ������� ��� ������� ��������� ������ ����� ��� ������ ����� ��� ����� �����
���� ��� ����� ��������� ������ ������� �� ��� ���

�� ���� ��� ���� �� ����� ��� ���� ������������ ������ ��� �� �������� �� �������� ��
��� ������� ��������� �� ����������

�� �� ��� ����� �� ����� ����� �� ������ �� ����� ���� ��� �������� ���� ��������� ���
������� ���� ������� ������ ������ �� ω�� ��� �������� ���� �� ��� ���� �� �����
��� ���� ������������ �� ������� ���������� ��� ���������� ���� ����� ��� �������
������ ����� �� ���������� ��������� ����� ��� ����� �� ω� �� ��� ����� ���� ����
��� ���� �� ��� ����� �� ��� ��������� ���� ����� ��� �������������� ������ ������
����� ��� ���� ���������� ��� ������ �� ���� ���� �������� ��� ���� �� ������ ��
��� ������ ���� �������� �������� ����� �� �� ��� ���������� ���� � ��������� �����
��� ���� ����� �� � ������������� �� ��� ����� �� ��� ���� �������� ������ �����
���� ��������� �� � �������� �� ��������� ��� ���������� �� ��� ���� ������ �� ���
����������� ������ �� ������ ���
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The dominant peak (red) above increases slowly as the natural frequency
increases, while the secondary peak (green) increases rapidly.
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The secondary peak overtakes the dominant peak as the natural frequency
increases further, and becomes the new dominant peak.
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�� ���������� ����� ��� �������� ����� �������� ����� �� �������� ���� ��� ���� �� �����������
����� �� ��� ���������� �� ��� ���� �������� ������ ��� ��� ��� �� ���������� �� ����� �� ���
��������� ������

�� � ���������� ���� �� ��������� �� �� ���������� ���� ����� �� ��� ���� ��������� ��
��� �����������

�� �� ���������� ���� �� ��������� �� � ���� ������� ���������� �����

�� � ���������� ���� ������ � ���� ������ ���������� ���� �� ���� ��� ���� ������
���������� ���� �� ��� ��� �������� ���� ��������� �� ���������� ��� ��� ��������
�� ���� ���������

��� ����� ��� ���� ����� ��� ������ ��� ������� ��������� �� ��� �������� ��� ������ ��� ����
��� ��� �� ����� �� �� � ����������������� ��������� �� ���� ���������� ���� �������������
�������������� �� ������������ ������ ������� ������������ ������ ������ ��� ������ �������
����� ��� ������� ������ ������� ����� �� ��� ���� �������� ������ ��� ���� ���� �������
�� ���� ����� ����������� ���������� ����� �� ��� �������� ������ ���� ����� ��� ����
���� ������� ����������� �� ���� ���� ��� ������� ��������� ω� �� ������� �������� ��� ���
���� ��������� �������� ��� ���������� �� ��� ����� �� ����� ��� �������� ��� ���������
����� ��� ���������� �� ��������� ����� ��� ������ ����������� ���� ��� ���� ��������
����� ������� �� �� ������ �� ���� ������������

■ ��� ���� �������� ������ ��� ������ �����
�� ��������� �������� �� ��� ������ ����� ����� �� �� ��������� ������� �� ���� ���� �

������ �� ����������� �������� �� ������� � = �
�� �
�� � ��� ��������� ������������ �������� ���

�(�) ���� ��� � ������������������ ������� ���� �� ��� � ������ ��� ��� ������� �� ������
������ �� ��� �������� ���� ��� �� ���� ��������� �� ������ ��� ��������� ������������ �����
���� ��� �(�)� �������� ���� ��� ������ ���� ������������ ��������� ����� ��� ������������
��� ���� ����������� ���� �� ��� ���� �������

□ ���� ��������� ����������� �� ��� � ������

��� ���� ���������� �� ����� ��� ����� ��������� ������ ��� ������������ �������� ���������
�� ����� �� �������� ����� �������� ����� ��� ����������� �� ����� ���� �� ��� � �������
��� ������������� ���������� ��� ��� � ����� �� ����� ��� �������� �������� ��������� ��
������� �������

����������� � �
�� �����������

�� �
ω� �- ζ�

� π ������
� (��)

����� �� ��� � ������ ��� ������� �������� �� � ������������������ ���� ����� �� �����
�������������� ���� �� ���� ����� �� ��� ��������� �� ��������� �� � ������� � ����� ��
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