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IInnttrroodduuccttiioonn

his summary provides an essentially complete but concise description of the standard facilities available in
-

m
SMP. The same text is given, supplemented by examples, in the "SMP Reference Manual". The "SMP Pri

er" offers a more pedagogical but incomplete treatment.

.

T

The information facility [1.2] in SMP provides on-line keyword-driven access to the contents of this document

his summary describes all standard system-defined projections [2.3] in SMP. Many enhancements and addi-

t
tional facilities are provided in the "SMP Library". Contents of the library may be located and perused
hrough the information facility. Complete documentation on the SMP Library is available separately.

r
i
The procedure for initiating an SMP job is described in the "Implementation Notes", together with othe
mplementation-dependent features.
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T

00.. CCoonnvveennttiioonnss

ext printed in tt hh ii ss ff oo nn tt represents literal SMP input or output, to be typed as it appears. Text in italics
.

T
stands for SMP input or output expressions. Arbitrary characters or textual forms are given as ⊂ textual form⊃

he actual characters corresponding to these textual forms in particular implementations are given in the

I

"Implementation Notes".

n descriptions of system-defined projections [2.3], the following notations for filters [2.3] are used:

filt Compulsory filter.

iiitfil Filter used in an unsimplified or partially simplified form.

g
g [3.1, 3.6]

SSmmpp [4]

(filt : val) Optional filter assumed to have value val if omitted or given as NNuu ll ll (a blank
r

t
[2.10]). An optional filter may be omitted entirely only when it would appear afte
he last filter explicitly specified in a projection.

f1 ,, f2 ,, . . . Sequence containing any number of similar filters.

{{f1 ,, f2 ,, . . .}} Filter to be given as a list of expressions.

K filt N Filter to be given either as a single expression or as a list of expressions.

K f1 ,, f2 ,, . . . N Filter or sequence of filters to be given either as single expressions or as lists of
expressions.

yProperties carried by projections are indicated b
.

R

<pp rr oo pp 11 ,, pp rr oo pp 22 ,, .. .. .. >

eferences to sections in the text of this summary are given as [ ⊂ number⊃ ]. References to additional or
related material are indicated by g .
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1

11.. BBaassiicc ssyysstteemm ooppeerraattiioonn

1..11 IInnppuutt aanndd oouuttppuutt

IInn ssttaannddaarrdd mmooddee tthhee pprroommpptt ffoorr tthhee itthh iinnppuutt lliinnee iiss ## II [[ i ]] :: :: ..

⊃
aa
IInnppuutt iiss tteerrmmiinnaatteedd bbyy aa ⊂ newline⊃ .. ⊂ delete character⊃ mmaayy bbee uusseedd iinn uunnffiinniisshheedd iinnppuutt lliinneess.. AAllll ⊂ tab
nndd uunnnneecceessssaarryy [[22..1100]] ssppaacceess aarree iiggnnoorreedd,, uunnlleessss tthheeyy aappppeeaarr iinn qquuootteedd ssttrriinnggss [[22..22]].. IInnppuutt mmaayy bbee ccoonnttiinnuueedd

ee
tt
ffoorr sseevveerraall lliinneess bbyy ppllaacciinngg \\ ((bbaacckkssllaasshh)) aatt tthhee eenndd ooff eeaacchh iinntteerrmmeeddiiaattee lliinnee.. IIff nnoo tteexxtt iiss eenntteerreedd bbeeffoorree tthh
eerrmmiinnaattiinngg nneewwlliinnee,, tthhee iinnppuutt iiss ccoonnssiiddeerreedd nnuullll,, aanndd tthhee pprroommpptt iiss rreeiissssuueedd..

ss
pp
TThhee rreessuulltt ggeenneerraatteedd bbyy pprroocceessssiinngg aann iinnppuutt lliinnee iiss uussuuaallllyy pprriinntteedd.. NNoo oouuttppuutt iiss pprriinntteedd iiff ;; ((sseemmiiccoolloonn)) ii
llaacceedd aatt tthhee eenndd ooff tthhee iinnppuutt eexxpprreessssiioonn [[66..33]],, oorr iinn ggeenneerraall iiff tthhee oouuttppuutt eexxpprreessssiioonn iiss NNuu ll ll [[22..22]]..

ss
ee
IInnppuutt ooff eexxpprreessssiioonnss wwiitthh aammbbiigguuoouuss ssyynnttaaxx [[22]] yyiieellddss aa mmeessssaaggee oonn tthhee nnaattuurree ooff tthhee aammbbiigguuiittyy,, aanndd ccaauussee
ddiitt mmooddee [[11..77]] ttoo bbee eenntteerreedd.. TThhee iinnppuutt tteexxtt iiss ppllaacceedd iinn tthhee eeddiitt bbuuffffeerr,, wwiitthh tthhee ccuurrssoorr ppoossiittiioonneedd uunnddeerr tthhee

gg
ppooiinntt aatt wwhhiicchh tthhee aammbbiigguuiittyy wwaass ddeetteecctteedd..

[[22..1100]]

IInn ddiissppllaayy iinnppuutt mmooddee [[1100..44]] aa ppooiinntteerr mmaayy bbee uusseedd ttoo llooccaattee aanndd sseelleecctt ppaarrttss ooff ddiissppllaayyeedd eexxpprreessssiioonnss..

ff
cc
PPrriinntteedd oouuttppuutt iiss ggiivveenn iinn aa ttwwoo--ddiimmeennssiioonnaall ffoorrmmaatt bbaasseedd oonn ssttaannddaarrdd mmaatthheemmaattiiccaall nnoottaattiioonn.. SSppeecciiffiiccaattiioonn oo
eerrttaaiinn oouuttppuutt cchhaarraacctteerriissttiiccss [[AA..66]] wwiillll ccaauussee pprriinnttiinngg ooff llaarrggee eexxpprreessssiioonnss ttoo ppaauussee ppeerriiooddiiccaallllyy,, iissssuuiinngg
< aass aa pprroommpptt.. PPrriinnttiinngg wwiillll rreessuummee oonn eennttrryy ooff ⊂ newline⊃ ..<pp aa uu ss ee>>

gg
gg [[22..1122]]

LLpp rr [[1100..11]]

GGrraapphhiiccaall oouuttppuutt mmaayy aallssoo bbee oobbttaaiinneedd [[1100..22]]..

((

11..22 IInnffoorrmmaattiioonn

IImmpplleemmeennttaattiioonn ddeeppeennddeenntt))

? ⊂ keywords⊃
eenntteerrss iinnffoorrmmaattiioonn mmooddee aanndd rreettrriieevveess aavvaaiillaabbllee iinnffoorrmmaattiioonn aassssoocciiaatteedd wwiitthh ⊂ keywords⊃ .. ⊂ keywords⊃

..
TT
mmaayy bbee aa ssiinnggllee wwoorrdd oorr aa pphhrraassee ooff sseevveerraall wwoorrddss ssppeecciiffyyiinngg tthhee ttooppiicc oonn wwhhiicchh iinnffoorrmmaattiioonn iiss ssoouugghhtt

yyppooggrraapphhiiccaall ccaassee iiss iiggnnoorreedd,, aanndd ssoommee wwoorrddss mmaayy bbee ssttrriippppeedd ttoo ccaannoonniiccaall rroooottss..

? ? ⊂ pattern⊃
eenntteerrss iinnffoorrmmaattiioonn mmooddee aanndd rreettrriieevveess aavvaaiillaabbllee iinnffoorrmmaattiioonn aassssoocciiaatteedd wwiitthh tthhee ssyymmbboollss,, pprroojjeeccttoorrss oorr

cc
eexxtteerrnnaall ffiilleess wwhhoossee nnaammeess mmaattcchh ⊂ pattern⊃ .. ⊂ pattern⊃ iiss aa ssiinnggllee ""wwoorrdd"" ppoossssiibbllyy ccoonnttaaiinniinngg tthhee
hhaarraacctteerrss * ,, wwhhiicchh mmaattcchheess aann aarrbbiittrraarryy sseeqquueennccee ooff cchhaarraacctteerrss,, aanndd . ,, wwhhiicchh mmaattcchheess aann aarrbbiittrraarryy

gg
ssiinnggllee cchhaarraacctteerr.. AA lliitteerraall * iiss eenntteerreedd bbyy ˆ̂ * ,, aa lliitteerraall . bbyy ˆ̂ . ..

Ds p [[1100..66]]

?
eenntteerrss iinnffoorrmmaattiioonn mmooddee aanndd pprroommppttss ffoorr ffuurrtthheerr iinnppuutt..

ee
uu
WWhheenn iinnffoorrmmaattiioonn hhaass bbeeeenn rreettrriieevveedd,, aa mmeennuu ooff iitteemmss rreellaatteedd ttoo ⊂ keyword⊃ oorr ⊂ pattern⊃ iiss ddiissppllaayyeedd;; tthh
sseerr iiss pprroommpptteedd ffoorr aa ccoommmmaanndd ttoo sseelleecctt aann iitteemm oorr ttoo iinniittiiaattee ffuurrtthheerr sseeaarrcchhiinngg.. IInn iinnffoorrmmaattiioonn mmooddee,, tthhee

II

ccoommmmaanndd ? ddiissppllaayyss aa ssuummmmaarryy ooff tthhee ccoommmmaannddss aavvaaiillaabbllee..

nnffoorrmmaattiioonn iiss pprroovviiddeedd oonn eexxtteerrnnaall ffiilleess iinn tthhee SSMMPP LLiibbrraarryy aass wweellll aass oonn aallll ssttaannddaarrdd ffaacciilliittiieess iinn SSMMPP..

dd
FFaacciilliittiieess eennaabblliinngg uusseerrss ttoo aadddd iinnffoorrmmaattiioonn oonn tthheeiirr oowwnn eexxtteerrnnaall ffiilleess ttoo tthhee iinnffoorrmmaattiioonn mmooddee ddaattaabbaassee aarree
eessccrriibbeedd iinn tthhee IImmpplleemmeennttaattiioonn NNootteess..

gg I n i t [[1100..66]]
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%

11..33 GGlloobbaall oobbjjeeccttss

% TThhee llaasstt eexxpprreessssiioonn ((ootthheerr tthhaann NNuu ll ll [[22..22]])) ggeenneerraatteedd..

## II [[ ii ]] TThhee iitthh ((uunnssiimmpplliiffiieedd)) iinnppuutt eexxpprreessssiioonn..

##OO[[ ii ]]

<<LLdd ii ss tt>>

TThhee iitthh oouuttppuutt eexxpprreessssiioonn..

##TT[[ ii ]]

<<LLdd ii ss tt>>

TThhee aapppprrooxxiimmaattee ttiimmee ((iinn sseeccoonnddss [[AA..88]])) rreeqquuiirreedd ttoo ggeenneerraattee ##OO[[ ii ]] ..

gg
<<LLdd ii ss tt>>

TT iimmee [[1100..88]]
]]

@@ii

gg CC ll oo cc kk [[1100..99

EEqquuiivvaalleenntt ttoo ##O[ i ] ..

gg

<Ld i s t>

%%,, %I ,, %O,, %T [[66..33]]

PPrr ee SSyymmbbooll wwhhoossee vvaalluuee ((iiff aannyy)) iiss ttaakkeenn aass aa tteemmppllaattee [[22..77]] aanndd aapppplliieedd aass aa ""pprreepprroocceessssoorr"" oonn eeaacchh

PPoo ss tt

iinnppuutt eexxpprreessssiioonn..

SSyymmbbooll wwhhoossee vvaalluuee ((iiff aannyy)) iiss ttaakkeenn aass aa tteemmppllaattee aanndd aapppplliieedd aass aa ""ppoossttpprroocceessssoorr"" oonn eeaacchh oouuttppuutt

1

eexxpprreessssiioonn..

1..44 EExxtteerrnnaall ffiilleess aanndd jjoobb rreeccoorrddiinngg

gg
EExxtteerrnnaall ffiilleess aarree iinnppuutt bbyy <<ffiillee..

[[1100..33]]
gg DDss pp,, DD ii rr [[1100..66]]

AA

gg LLoo aa dd [[1100..77]]

llll iinnppuutt aanndd oouuttppuutt eexxpprreessssiioonnss aarree eenntteerreedd iinnttoo aa rreeccoorrdd ffiillee uussuuaallllyy nnaammeedd ssmmpp .. oo uu tt .. --

gg
ddeenntt))

((IImmpplleemmeennttaattiioonn ddeeppeenn

OOpp ee nn,, PPuu tt [[1100..33]]
]]

1

gg HHaa rr dd,, SS aa vv ee [[1100..66

1..55 TTeerrmmiinnaattiioonn aanndd rreeaall--ttiimmee iinntteerrrruuppttss

⊂⊂
((IImmpplleemmeennttaattiioonn ddeeppeennddeenntt))

iinnppuutt tteerrmmiinnaattiioonn cchhaarraacctteerr⊃⊃
ssiiggnniiffiieess tteerrmmiinnaattiioonn ooff tthhee ccuurrrreenntt pprroocceedduurree.. IInn ssttaannddaarrdd aanndd eeddiitt mmooddeess,, iitt ccaauusseess tteerrmmiinnaattiioonn ooff tthhee

gg
pprreesseenntt jjoobb;; iinn ssuubbssiiddiiaarryy mmooddee,, iitt rreessuullttss iinn rreettuurrnn ttoo tthhee pprreevviioouuss mmooddee..

RRee tt [[66..33]]
]]

⊂⊂
gg EExx ii tt [[1100..66

qquuiitt iinntteerrrruupptt⊃⊃
aatttteemmppttss ttoo tteerrmmiinnaattee ccuurrrreenntt pprroocceessssiinngg oorr pprriinnttiinngg.. SSuubbsseeqquueenntt rreeffeerreenncceess ttoo iinnccoommpplleetteellyy pprroocceesssseedd

⊂⊂
eexxpprreessssiioonnss ccaauussee tthheeiirr ssiimmpplliiffiiccaattiioonn ttoo bbee ccoommpplleetteedd..

bbrreeaakk iinntteerrrruupptt⊃⊃
ccaauusseess aannyy pprroocceessssiinngg ttoo bbee ssuussppeennddeedd aanndd iinniittiiaatteess aann iinntteerraaccttiivvee ssuubbssiiddiiaarryy pprroocceedduurree..

⊂⊂
gg GGee tt [[1100..33]]

ssttaattuuss iinntteerrrruupptt⊃⊃
pprriinnttss tthhee ssttaattuuss ooff pprroocceessssiinngg,, iinncclluuddiinngg aa ssttaacckk ooff tthhee llaasstt ffeeww pprroojjeeccttiioonnss ssiimmpplliiffiieedd..

gg
gg MMeemm [[1100..88]]

TTrr aa cc ee [[44]]
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((

11..66 MMoonniittoorr eessccaappeess

IImmpplleemmeennttaattiioonn ddeeppeennddeenntt))

! ⊂⊂ mmoonniittoorr ccoommmmaanndd⊃⊃
ggiivveenn ddiirreeccttllyy ((wwiitthh nnoo pprriioorr cchhaarraacctteerrss ttyyppeedd)) aatt aann iinnppuutt pprroommpptt eexxeeccuutteess tthhee ssppeecciiffiieedd mmoonniittoorr ((sshheellll))

gg
ccoommmmaanndd;; tthhee oorriiggiinnaall iinnppuutt pprroommpptt iiss tthheenn rreeiissssuueedd..

Run [[1100..66]]

e

II

11..77 EEddiitt mmoodde

nn eeddiitt mmooddee,, oonnee lliinnee ooff tteexxtt iiss ttrreeaatteedd aatt aa ttiimmee.. TThhee eeddiittiinngg ooff eeaacchh lliinnee pprroocceeeeddss bbyy aa rreeppeettiittiioonn ooff ttwwoo

11

sstteeppss::

.. TThhee pprreesseenntt ffoorrmm ooff tthhee lliinnee iiss pprriinntteedd..

22.. FFoolllloowwiinngg tthhee pprroommpptt <<ee dd ii tt >> aannyy eeddiittiinngg ccoommmmaannddss ffoorr tthhee lliinnee aarree eenntteerreedd.. TThhee ccoommmmaannddss aarree tteerr--
ll

ee
mmiinnaatteedd bbyy ⊂⊂ nneewwlliinnee⊃⊃ .. ⊂⊂ ssppaaccee⊃⊃ ⊂ ⊂ ttaabb⊃⊃ aanndd ⊂⊂ cchhaarraacctteerr ddeelleettee⊃⊃ mmaayy bbee uusseedd ffoorr ppoossiittiioonniinngg iinn llooccaa
ddiittiinngg..

IIff nnoo eeddiittiinngg ccoommmmaannddss aarree ggiivveenn iinn sstteepp 22 ((tthhee tteerrmmiinnaattiinngg nneewwlliinnee iiss eenntteerreedd ddiirreeccttllyy aafftteerr tthhee <<ee dd ii tt >>
;;

oo
pprroommpptt)),, tthheenn tthhee pprreesseenntt lliinnee iiss lleefftt uunncchhaannggeedd.. IIff ffuurrtthheerr lliinneess ooff tteexxtt eexxiisstt,, tthhee eeddiittoorr mmoovveess ttoo tthhee nneexxtt lliinnee
tthheerrwwiissee,, eeddiitt mmooddee iiss eexxiitteedd,, aanndd tthhee eeddiitteedd tteexxtt iiss rreettuurrnneedd aass aann iinnppuutt eexxpprreessssiioonn.. IIff aatt tthhee eexxiitt ffrroomm eeddiitt

TT

mmooddee,, nnoo eeddiittiinngg hhaass aaccttuuaallllyy bbeeeenn ppeerrffoorrmmeedd,, tthhee tteexxtt iiss ddiissccaarrddeedd,, lleeaavviinngg aa nnuullll lliinnee..

wwoo ttyyppeess ooff eeddiittiinngg mmaayy bbee ppeerrffoorrmmeedd::

LLooccaall eeddiittiinngg,, iinn wwhhiicchh iinnddiivviidduuaall cchhaarraacctteerrss iinn tthhee eeddiitt ccoommmmaanndd aaffffeecctt tthhee cchhaarraacctteerrss aappppeeaarriinngg

GG

ddiirreeccttllyy aabboovvee tthheemm iinn tthhee pprreesseenntt lliinnee..

lloobbaall eeddiittiinngg,, iinn wwhhiicchh aann eeddiitt ccoommmmaanndd pprreeffaacceedd bbyy \\ aaffffeeccttss tthhee wwhhoollee pprreesseenntt lliinnee oorr tthhee eennttiirree

L

eeddiitt bbuuffffeerr..

Looccaall eeddiittiinngg

## Delete character above.

.
⊂⊂ ssppaaccee⊃⊃ or ⊂⊂ ttaabb⊃⊃

Delete the remainder of the present line
Leave character(s) above unchanged.

ˆ̂ ⊂⊂ tteexxtt⊃⊃ Insert ⊂⊂ tteexxtt⊃⊃ terminated by a space or tab (not appearing between " ") into the

⊂⊂ ootthheerr cchhaarraacctteerr⊃⊃
present line before the character above.

Replace character above by character given.

GGlloobbaall eeddiittiinngg

Print
the text in the edit buffer and return to the present line.

dd77 22 00 .. ii ff 22 44 00 .. AApppp ee nndd tt hh ee tt ee xx tt ii nn tt hh ee ee dd ii tt bbuu ff ff ee rr tt oo tt hh ee ss pp ee cc ii ff ii ee
ff ii ll ee ..

qq Exit from edit mode, discarding the edited expression.

.\\ ff II nn Move to the nnth line of the edit buffer, leaving the present line unchanged
\\ ++nn and \\ -- nn move nn lines forward and backward respectively; \\ ++ and \\ --

U
move one line.

ndo the most recent edit command which effected changes in the edit buffer.
l

c

Undo all changes made during the current editing session, restoring the origina

ontents of the edit buffer.

.mm Display levels of parentheses, braces and brackets in the present line
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mmgg Display levels of parentheses, braces and brackets throughout the text.

\\ ss // ⊂⊂ ee11⊃⊃ // ⊂⊂ ee22⊃⊃ Textually substitute ⊂⊂ ee22⊃⊃ for the character string ⊂⊂ ee11⊃⊃ throughout the present

\\ ss nn // ⊂⊂ ee11⊃⊃ // ⊂⊂ ee22⊃⊃
line. (The delimiter here given as // may be replaced by any character.)

Textually substitute ⊂⊂ ee22⊃⊃ for the nnth occurrence of character string ⊂⊂ ee11⊃⊃ in the

\\ gg // ⊂⊂ ee11⊃⊃ // ⊂⊂ ee22⊃⊃
present line.

Textually substitute for ⊂⊂ ee11⊃⊃ throughout the text.

\\ ee Invoke external editor [A.9] on the text in the edit buffer and return the modified
text. (Implementation dependent)

\\ !! ⊂⊂ mmoonniittoorr ccoommmmaanndd⊃⊃
Execute the specified monitor command [2.7].

g
The typographical case of the commands dd, pp, qq, eettcc. is ignored.

EEdd, EEddhh [10.5]
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2

22.. SSyynnttaaxx

2..11 NNuummbbeerrss

NNuummbbeerrss iinnppuutt wwiitthh nnoo ddeecciimmaall ppooiinntt aarree ttaakkeenn aass eexxaacctt iinntteeggeerrss..

..FFllooaattiinngg ppooiinntt nnuummbbeerrss mmaayy bbee eenntteerreedd iinn tthhee ffoorrmm xx ** ˆ̂ pp rreepprreesseennttiinngg xx××1100pp

nn
cc
NNuummbbeerrss aarree oouuttppuutt iiff ppoossssiibbllee iinn iinntteeggeerr oorr rraattiioonnaall ffoorrmm,, eexxcceepptt wwhheenn tthhee ccoorrrreessppoonnddiinngg iinnppuutt eexxpprreessssiioo
oonnttaaiinnss eexxpplliicciitt ffllooaattiinngg ppooiinntt nnuummbbeerrss oorr NN pprroojjeeccttiioonnss [[33..44]].. OOuuttppuutt ffllooaattiinngg ppooiinntt nnuummbbeerrss aarree ggiivveenn ttoo

NN

tthhee pprreecciissiioonn ssppeecciiffiieedd iinn iinnppuutt NN pprroojjeeccttiioonnss,, oorr,, bbyy ddeeffaauulltt,, ttoo 66 ssiiggnniiffiiccaanntt ffiigguurreess..

uummbbeerrss aarree bbyy ddeeffaauulltt ttrreeaatteedd ttoo aa ffiinniittee pprreecciissiioonn ((ffrraaccttiioonnaall aaccccuurraaccyy ooff oorrddeerr 1100 ))..

A

FFuurrtthheerr nnuummeerriiccaall ccoonnssttrruuccttss ((wwhhiicchh mmaayy bbee uusseedd iinn aannyy nnuummeerriiccaall ooppeerraattiioonnss)) aarree::

−−1133

A[[ xx ,, ((pp :: 00)) ]]
AArrbbiittrraarryy mmaaggnniittuuddee nnuummbbeerr xx××1100 .. FFllooaattiinngg ppooiinntt nnuummbbeerrss aarree uussuuaallllyy ccoonnvveerrtteedd ttoo tthhiiss ffoorrmm wwhheenn tthheepp

..

B

mmoodduulluuss ooff tthheeiirr eexxppoonneenntt eexxcceeeeddss 1100

B[[ nnkk ,, .. .. .. ,, nn22 ,, nn11 ,, nn00 ]]

AArrbbiittrraarryy lleennggtthh iinntteeggeerr nn 00 ++ nn 11××1100 ++ nn 22××1100 ++ .. .. .. ggeenneerraatteedd wwhheenn iinntteeggeerrss wwiitthh mmoorree tthhaann 1100

F

ddiiggiittss aarree iinnppuutt..

44 88

F [[ nn11 ,, nn22 ,, .. .. .. ,, ((eexxpptt :: 00)) ,, ((ddiigg :: 66)) ]]
FFllooaattiinngg ppooiinntt nnuummbbeerr ((nn 11××1100 ++ nn 22××1100 ++ .. .. .. ))××1100 wwiitthh ddiigg ssiiggnniiffiiccaanntt ddiiggiittss.. FF pprroojjeeccttiioonnss
aa

−−44 −−88 eexxpptt

rree ggeenneerraatteedd iiff ppoossssiibbllee wwhheenn tthhee pprreecciissiioonn ssppeecciiffiieedd iinn aann NN pprroojjeeccttiioonn eexxcceeeeddss 1100.. EExxpprreessssiioonnss

E

iinnvvoollvviinngg sseevveerraall FF pprroojjeeccttiioonnss aarree ttrreeaatteedd ttoo tthhee nnuummeerriiccaall aaccccuurraaccyy ooff tthhee lleeaasstt pprreecciissee FF ggiivveenn..

Err rr [[ xx ,, ddxx ]]
NNuummbbeerr xx wwiitthh oonnee--ssttaannddaarrdd--ddeevviiaattiioonn eerrrroorr ddxx (( xx ±± ddxx )).. EErrrroorrss aarree ccoommbbiinneedd aassssuummiinngg ssttaattiissttiiccaall
iinnddeeppeennddeennccee,, aanndd aarree eevvaalluuaatteedd ffoorr aallll pprroojjeeccttiioonnss ccaarrrryyiinngg pprrooppeerrttyy LLdd ii ss tt [[44]]..

]CCxx [[ xx ,, yy ]
CCoommpplleexx nnuummbbeerr xx ++ II yy.. AAuuttoommaattiiccaallllyy ggeenneerraatteedd wwhheenn rreeqquuiirreedd..

..

2

TThhee pprreesseennccee ooff aannyy AA,, BB oorr FF pprroojjeeccttiioonnss iinn aann eexxpprreessssiioonn ffoorrcceess ccoonnvveerrssiioonn ooff aallll nnuummbbeerrss ttoo tthheessee ffoorrmmss

2..22 SSyymmbboollss

SSyymmbboollss aarree tthhee bbaassiicc oobbjjeeccttss ooff SSMMPP.. TThheeyy mmaayy bbee aassssiiggnneedd vvaalluueess [[33..22]] aanndd pprrooppeerrttiieess [[44]]..

SSyymmbbooll nnaammeess mmaayy bbee

SSttrriinnggss ooff aarrbbiittrraarryy lleennggtthh ccoonnttaaiinniinngg oonnllyy aallpphhaannuummeerriicc cchhaarraacctteerrss,, ttooggeetthheerr wwiitthh ##,, $$ aanndd %% aanndd nnoott

AA

ssttaarrttiinngg wwiitthh nnuummeerriicc cchhaarraacctteerrss..

rrbbiittrraarryy cchhaarraacctteerr ssttrriinnggss ((ppoossssiibbllyy ccoonnttaaiinniinngg ccoonnttrrooll cchhaarraacctteerrss)) eenncclloosseedd bbeettwweeeenn "" "" .. TThhee "" ""
dd

oo
sseerrvvee oonnllyy ttoo ddeelliimmiitt tthhee ssyymmbbooll nnaammee aanndd ddoo nnoott aaffffeecctt ssiimmpplliiffiiccaattiioonn ooff tthhee ssyymmbbooll;; tthheeyy aarree pprriinnttee
nn oouuttppuutt oonnllyy wwhheenn nneecceessssaarryy..

SS

gg [[AA..55]]

yymmbboollss wwhhoossee nnaammeess hhaavvee tthhee ffoolllloowwiinngg ffoorrmmss aarree ttaakkeenn ttoo hhaavvee ssppeecciiaall cchhaarraacctteerriissttiiccss ((cccccc rreepprreesseennttss aannyy
vvaalliidd ssyymmbbooll nnaammee))::

$$cccccc GGeenneerriicc ssyymmbbooll ((rreepprreesseennttiinngg aann aarrbbiittrraarryy eexxpprreessssiioonn [[22..66]]))..

$$

gg GGee nn [[44,, 22..66]]

$$cccccc MMuullttii--ggeenneerriicc ssyymmbbooll ((rreepprreesseennttiinngg aann aarrbbiittrraarryy sseeqquueennccee ooff eexxpprreessssiioonnss [[22..66]]))..

#
gg MMgg ee nn [[44]]

###cccccc CChhaammeelleeoonniicc ssyymmbbooll ((wwhhoossee nnaammee cchhaannggeess wwhheenneevveerr iitt iiss eevvaalluuaatteedd [[22..88]]))..

NN

gg CChh aamm [[44]]

oo vvaalluueess mmaayy bbee aassssiiggnneedd ttoo ssyymmbboollss ooff tthheessee ttyyppeess..
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TT
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hhee ffoolllloowwiinngg nnaammiinngg ccoonnvveennttiioonnss aarree uusseedd ((CC ddeennootteess aannyy uuppppeerr ccaassee aallpphhaabbeettiicc cchhaarraacctteerr))::

CCcccccc SSyysstteemm--ddeeffiinneedd ssyymmbbooll..

##cccccc IInntteerrnnaallllyy--ggeenneerraatteedd ssyymmbbooll..

..%%cccccc SSyymmbbooll uusseedd llooccaallllyy wwiitthhiinn aa pprroocceedduurree [[66..33]]

SSoommee ssppeecciiaall ssyysstteemm--ddeeffiinneedd ssyymmbboollss aarree::

NNuu ll ll IInnppuutt aanndd oouuttppuutt aass aa bbllaannkk [[22..1100]].. OOfftteenn uusseedd ttoo iinnddiiccaattee ""ddeeffaauulltt"" ffiilltteerrss [[00,, 22..33]]..

II nn ff IInnffiinniittyy.. UUsseedd pprriimmaarriillyy ttoo ssppeecciiffyy iinnddeeffiinniittee ccoonnttiinnuuaattiioonn ooff aa pprroocceessss,, rraatthheerr tthhaann aass aa ssiiggnnaall ffoorr

II

mmaatthheemmaattiiccaall iinnffiinniittiieess..

TThhee iimmaaggiinnaarryy uunniitt..

gg
gg %%,, ## II ,, ##OO,, ##TT [[11..33]]

%%%%,, %%II ,, %%OO,, %%TT [[66..33]]

gg
gg PP ii ,, EE,, eettcc.. [[88..44]]

TTee rrmmii nn aa ll [[1100..33]]

PP

22..33 PPrroojjeeccttiioonnss

rroojjeeccttiioonnss ssppeecciiffyy ppaarrttss ooff ggeenneerraall ssttrruuccttuurreess.. TThheeyy aarree aannaallooggoouuss ttoo aarrrraayy ssuubbssccrriippttiinnggss oorr ffuunnccttiioonn ccaallllss..

..
TT
IInn ffoorr eexxaammppllee tthhee pprroojjeeccttiioonn ff [[ xx ,, yy ]] tthhee ssyymmbbooll ff iiss tteerrmmeedd tthhee ""pprroojjeeccttoorr"",, aanndd xx ,, yy iittss ""ffiilltteerrss""

hheessee ffiilltteerrss aarree uusseedd ttoo sseelleecctt aa ppaarrtt iinn tthhee vvaalluuee ooff ff ..

UU

gg PP rr oo jj [[77..33]]

nnlleessss tthhee pprroojjeeccttoorr ff ccaarrrriieess tthhee pprrooppeerrttiieess TT ii ee rr ,, FF ll aa tt ,, CCoommmm oorr RRee oo rr [[44]],, ff [[ xx ,, yy ]] iiss eeqquuiivvaalleenntt

oo
ttoo ff [[ xx ]] [[ yy ]] ,, aanndd tthhee ffiilltteerrss xx aanndd yy aarree uusseedd ssuucccceessssiivveellyy ((ffrroomm lleefftt ttoo rriigghhtt)) ttoo sseelleecctt aa ppaarrtt iinn tthhee vvaalluuee
ff ff .. TThhee vvaalluuee ooff ff [[ xx ]] iiss ffoouunndd ffiirrsstt,, aanndd tthheenn tthhee pprroojjeeccttiioonn ooff tthhee rreessuullttiinngg eexxpprreessssiioonn wwiitthh tthhee ffiilltteerr yy

PP

iiss oobbttaaiinneedd.. WWhheenn ff ddooeess ccaarrrryy TT ii ee rr pprrooppeerrttiieess,, ffiilltteerrss sseeppaarraatteedd bbyy ccoommmmaass aarree iinnsstteeaadd uusseedd ttooggeetthheerr..

rroojjeeccttiioonnss ffrroomm ff wwhhoossee vvaalluueess wweerree aassssiiggnneedd bbeeffoorree tthhee TT ii ee rr ,, FF ll aa tt ,, CCoommmm oorr RRee oo rr pprrooppeerrttiieess

CC

wweerree aassssiiggnneedd mmaayy bbee ccoonnvveerrtteedd ttoo ttiieerreedd ffoorrmmaatt bbyy tthhee pprroojjeeccttiioonn TT ii ee rr [[77..77]]..

oommmmoonn ssyysstteemm--ddeeffiinneedd pprroojjeeccttiioonnss mmaayy bbee iinnppuutt iinn ssppeecciiaall ffoorrmmss [[22..1100]]..

tt
vv
FFiilltteerrss ffoorr ssyysstteemm--ddeeffiinneedd pprroojjeeccttiioonnss iinnppuutt aass NNuu ll ll [[22..22]] ((aa bbllaannkk [[22..1100]])) aarree ttaakkeenn ttoo hhaavvee tthheeiirr ddeeffaauull
aalluueess..

]]gg LL [[1100..44

[[ xx11 ,, xx22 ,, .. .. .. ]] oorr NNpp [[ xx11 ,, xx22 ,, .. .. .. ]]
iiss aa ssppeecciiaall ssyysstteemm--ddeeffiinneedd nnuullll pprroojjeeccttiioonn rreepprreesseennttiinngg aa sseeqquueennccee ooff eexxpprreessssiioonnss.. AA ffiirrsstt sstteepp iinn tthhee

tt
ss
ssiimmpplliiffiiccaattiioonn ooff aannyy pprroojjeeccttiioonn iiss tthhee rreeppllaacceemmeenntt ooff nnuullll pprroojjeeccttiioonnss aappppeeaarriinngg aass iittss ffiilltteerrss bbyy eexxpplliiccii
eeqquueenncceess ooff ffiilltteerrss.. SSeeqquueenncceess ooff vvaalluueess iinn ccoonnttiigguuoouuss lliissttss mmaayy aallssoo bbee ggiivveenn aass nnuullll pprroojjeeccttiioonnss [[22..44]]..

ff
TThhee vvaalluuee ooff aa lliisstt eelleemmeenntt wwhhoossee iinnddeexx iiss aa nnuullll pprroojjeeccttiioonn iiss eexxttrraacctteedd bbyy pprroojjeeccttiioonn wwiitthh aa sseeqquueennccee ooff
iilltteerrss ccoorrrreessppoonnddiinngg ttoo aallll tthhoossee ooff tthhee nnuullll pprroojjeeccttiioonn.. SSuucchh lliisstt eelleemmeennttss aarree ggeenneerraatteedd bbyy aassssiiggnnmmeennttss

ll
pp
ffoorr pprroojjeeccttiioonnss ccaarrrryyiinngg tthhee pprrooppeerrttiieess TT ii ee rr ,, FF ll aa tt ,, CCoommmm oorr RRee oo rr [[44]],, oorr ccoonnttaaiinniinngg eexxpplliicciitt nnuull
rroojjeeccttiioonnss aass ffiilltteerrss ((tthhee ppaarrttiiaall ssiimmpplliiffiiccaattiioonn iinn SS ee tt [[33..22]] ddooeess nnoott rreeppllaaccee ssuucchh nnuullll pprroojjeeccttiioonnss)).. NNoo

gg
vvaalluueess mmaayy bbee aassssiiggnneedd [[33..22]] ddiirreeccttllyy ttoo nnuullll pprroojjeeccttiioonnss..

SS ee qq,, RRee pp ll [[77..11]]

`̀ eexxpprr oorr MMaa rrkk [[ eexxpprr ]]
iiss uusseedd iinn aa vvaarriieettyy ooff ccaasseess ttoo ddeessiiggnnaattee eexxpprreessssiioonnss wwiitthh ssppeecciiaall cchhaarraacctteerriissttiiccss..

gg
((PPrreeffiixx ffoorrmm iiss ""bbaacckkqquuoottee"" oorr ""ggrraavvee aacccceenntt"" cchhaarraacctteerr..))

[[22..77]]
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LL

22..44 LLiissttss

iissttss aarree iinnddeexxeedd aanndd oorrddeerreedd sseettss ooff eexxpprreessssiioonnss..

LLiissttss mmaayy bbee iinnppuutt ddiirreeccttllyy iinn tthhee ffoorrmm {{ [[ iinnddeexx11iiiiiiiiiiii ]] :: vvaalluuee11 ,, [[ iinnddeexx22iiiiiiiiiiii ]] :: vvaalluuee22 ,, .. .. ..}}.. EEnnttrriieess wwiitthh

II

ddeellaayyeedd rraatthheerr tthhaann iimmmmeeddiiaattee vvaalluueess [[33..22]] aarree iinnppuutt wwiitthh :: :: iinnsstteeaadd ooff :: ..

ff tthhee eexxpprreessssiioonnss iinnddeexxii aarree ssuucccceessssiivvee iinntteeggeerrss ssttaarrttiinngg aatt 11,, tthheeyy mmaayy bbee oommiitttteedd.. TThhee lliisstt mmaayy tthheenn bbee iinnppuutt

gg

aass {{vvaalluuee11 ,, vvaalluuee22 ,, .. .. ..}}.. SSuucchh lliissttss aarree tteerrmmeedd ""ccoonnttiigguuoouuss""..

LL ii ss tt [[77..11]]

{{ }} iiss aa zzeerroo--lleennggtthh lliisstt ccoonnttaaiinniinngg nnoo eennttrriieess..

..

AA

LLiisstt eennttrriieess mmaayy aallssoo bbee ssppeecciiffiieedd iinnddiirreeccttllyy tthhrroouugghh aassssiiggnnmmeennttss ffoorr pprroojjeeccttiioonnss [[33..22]]

vvaalluuee iinn aa lliisstt mmaayy bbee eexxttrraacctteedd bbyy aa pprroojjeeccttiioonn [[22..33]] wwiitthh iittss iinnddeexx aass aa ffiilltteerr.. VVaalluueess ccoorrrreessppoonnddiinngg ttoo
,,iinnddiicceess ccoonnssiissttiinngg ooff nnuullll pprroojjeeccttiioonnss [[22..33]] ((aass ggeenneerraatteedd bbyy aassssiiggnnmmeennttss ffoorr pprroojjeeccttiioonnss wwiitthh pprrooppeerrttiieess TT ii ee rr

FF ll aa tt oorr RRee oo rr [[44]])) aarree eexxttrraacctteedd bbyy sseeqquueenncceess ooff ffiilltteerrss..

2

gg AArr [[77..11]]

2..55 EExxpprreessssiioonnss

EExxpprreessssiioonnss aarree ccoommbbiinnaattiioonnss ooff ssyymmbboollss,, pprroojjeeccttiioonnss aanndd lliissttss..

..
PP
PPaarrttss ooff eexxpprreessssiioonnss aarree sseelleecctteedd bbyy pprroojjeeccttiioonnss [[22..33,, 77..33]].. VVaalluueess iinn aa lliisstt aarree ssppeecciiffiieedd bbyy tthheeiirr iinnddiicceess [[22..44]]

aarrttss iinn pprroojjeeccttiioonnss aarree ssppeecciiffiieedd bbyy nnuummeerriiccaall ffiilltteerrss:: 00 ssppeecciiffiieess tthhee pprroojjeeccttoorr ((wwhhiicchh iiss aallwwaayyss iinn aa ""hheelldd""

ss
ffoorrmm [[33..55]])) aanndd 11 ,,22 ,,33 ,, .. .. .. llaabbeell eeaacchh ooff iittss ffiilltteerrss.. NNuummeerriiccaall ccooeeffffiicciieennttss ooff ssyymmbboollss aanndd pprroojjeeccttiioonnss aarree
ppeecciiffiieedd bbyy tthhee ffiilltteerr -- 11 .. TThhee 00 ppaarrtt ooff aa ssyymmbbooll iiss tthhee ssyymmbbooll iittsseellff,, wwiitthhoouutt aannyy aassssoocciiaatteedd nnuummeerriiccaall

gg
ccooeeffffiicciieennttss..

NNcc [[77..99]]
]]

gg
gg PPoo ss ,, DD ii ss [[77..33

LL [[1100..44]]
]]

TT

gg AA tt [[77..22

hhee nntthh ""lleevveell"" iinn aann eexxpprreessssiioonn iiss tthhee sseett ooff ppaarrttss wwhhiicchh mmaayy bbee sseelleecctteedd bbyy nn ffiilltteerrss ((wwhheenn nn iiss aa ppoossiittiivvee

pp
iinntteeggeerr)).. TThhee ""ddeepptthh"" ooff aann eexxpprreessssiioonn iiss oonnee pplluuss tthhee mmaaxxiimmuumm nnuummbbeerr ooff ffiilltteerrss nneecceessssaarryy ttoo ssppeecciiffyy aannyy
aarrtt [[77..44]].. TThhee -- nntthh lleevveell iinn aann eexxpprreessssiioonn iiss tthhee sseett ooff ppaarrttss wwhhiicchh hhaavvee ddeepptthh nn..

--
ee
AA ddoommaaiinn iiss aa sseett ooff ppaarrttss iinn aann eexxpprreessssiioonn.. DDoommaaiinnss mmaayy bbee ssppeecciiffiieedd bbyy aa ppaarraammeetteerr lleevvssppeecc ggiivviinngg tthhee lleevv
llss aatt wwhhiicchh iittss eelleemmeennttss mmaayy ooccccuurr ((nnii aarree ppoossiittiivvee iinntteeggeerrss))::

nn LLeevveellss 00 tthhrroouugghh nn..

-- nn LLeevveellss -- 11 tthhrroouugghh --nn..

{{±±nn}} LLeevveell ±±nn..

{{±±nn11 ,, ±±nn22}} LLeevveellss ±±nn11 tthhrroouugghh ±±nn22..

{{ -- nn11 ,, nn22}} TThhee iinntteerrsseeccttiioonn ooff lleevveellss -- 11 tthhrroouugghh --nn11 aanndd lleevveellss 00 tthhrroouugghh nn22..

{{ll11 ,, ll22 ,, lleevvccrriitt}} LLeevveellss ssppeecciiffiieedd bbyy {{ll11 ,, ll22}} oonn wwhhiicchh aapppplliiccaattiioonn ooff tthhee tteemmppllaattee [[22..77]] lleevvccrriitt ddooeess

DD

nnoott yyiieelldd ffaallssee [[55]]..

oommaaiinnss mmaayy aallssoo bbee sseelleecctteedd bbyy rreeqquuiirriinngg tthhaatt aapppplliiccaattiioonn ooff aa tteemmppllaattee [[22..77]] ddoommccrriitt ttoo aannyy ooff tthheeiirr ppaarrttss

MM

sshhoouulldd yyiieelldd ttrruuee [[55]]..

aannyy ssyysstteemm--ddeeffiinneedd pprroojjeeccttiioonnss mmaayy ccaarrrryy ffiilltteerrss wwhhiicchh sseelleecctt ppaarrttiiccuullaarr ddoommaaiinnss.. AA rreeppeeaatt ccoouunntt rrpptt iiss uussuu--

((
aallllyy ggiivveenn ttoo ssppeecciiffyy tthhee nnuummbbeerr ooff ttiimmeess aann ooppeerraattiioonn iiss ttoo bbee ppeerrffoorrmmeedd ssuucccceessssiivveellyy oonn aa ppaarrttiiccuullaarr ddoommaaiinn
II nn ff ccaauusseess rreeppeettiittiioonn ttoo ccoonnttiinnuuee uunnttiill tthhee ddoommaaiinn nnoo lloonnggeerr cchhaannggeess oorr aa pprroocceessssiinngg iimmppaassssee iiss rreeaacchheedd)).. AA

ee
ff
ppaarraammeetteerr mmaaxx iiss uusseedd ttoo ddeetteerrmmiinnee tthhee ttoottaall mmaaxxiimmuumm nnuummbbeerr ooff ooppeerraattiioonnss ppeerrffoorrmmeedd oonn aannyy ddoommaaiinn.. TThh
iilltteerrss lleevvssppeecc,, rrpptt,, ddoommccrriitt,, mmaaxx ((oorr ssoommee ssuubbsseett ooff tthheessee)) ccoonnssttiittuuttee aa ""ddoommaaiinn ssppeecciiffiiccaattiioonn"".. IInn ttrreeaattmmeenntt ooff

--
gg
aa ddoommaaiinn ccoonnttaaiinniinngg ppoossiittiivvee lleevveellss,, llaarrggeerr ssuubbppaarrttss ooff aann eexxpprreessssiioonn aarree ttrreeaatteedd ffiirrsstt,, ffoolllloowwiinngg bbyy tthheeiirr pprroo
rreessssiivveellyy ssmmaalllleerr ssuubbppaarrttss.. IInn aa ddoommaaiinn ccoonnttaaiinniinngg nneeggaattiivvee lleevveellss,, tthhee ssmmaalllleesstt ssuubbppaarrttss aarree ttrreeaatteedd ffiirrsstt.. DDiiff--

tt
tt
ffeerreenntt ppaarrttss aatt tthhee ssaammee lleevveell aarree oorrddeerreedd bbyy tthheeiirr ""ppoossiittiioonnss"" ((tthhee sseeqquueenncceess ooff ffiilltteerrss nneecceessssaarryy ttoo sseelleecc
hheemm)).. WWhheenn rrpptt iiss ssppeecciiffiieedd,, tthhee ssuubbppaarrttss aappppeeaarriinngg iinn aa ddoommaaiinn aarree rree--ddeetteerrmmiinneedd eeaacchh ttiimmee tthhee ooppeerraattiioonn iiss



pp

22..55 SSMMPP SSUUMMMMAARRYY // SSyynnttaaxx 22..55

eerrffoorrmmeedd..

s

AA

22..66 PPaatttteerrnns

""ppaatttteerrnn"" oorr ""ggeenneerriicc eexxpprreessssiioonn"" iiss aann eexxpprreessssiioonn ccoonnttaaiinniinngg ggeenneerriicc ssyymmbboollss [[22..22]].. AA ppaatttteerrnn rreepprreesseennttss aa

oo
ppoossssiibbllyy iinnffiinniittee sseett ooff eexxpprreessssiioonnss,, iinn wwhhiicchh aarrbbiittrraarryy eexxpprreessssiioonnss rreeppllaaccee tthhee ggeenneerriicc ssyymmbboollss.. EEvveerryy
ccccuurrrreennccee ooff aa ppaarrttiiccuullaarr ggeenneerriicc ssyymmbbooll iinn aa ppaatttteerrnn ccoorrrreessppoonnddss ttoo tthhee ssaammee eexxpprreessssiioonn..

ee
ll
TTwwoo ppaatttteerrnnss aarree ccoonnssiiddeerreedd eeqquuiivvaalleenntt iiff tthhee sseettss ooff eexxpprreessssiioonnss wwhhiicchh tthheeyy rreepprreesseenntt aarree iiddeennttiiccaall;; tthheeyy aarr
iitteerraallllyy eeqquuiivvaalleenntt iiff aallll tthheeiirr ppaarrttss aarree iiddeennttiiccaall..

DDeetteerrmmiinnaattiioonn ooff lliitteerraall eeqquuiivvaalleennccee ttaakkeess aaccccoouunntt ooff ffiilltteerr rreeoorrddeerriinngg [[44,, 77..77]] pprrooppeerrttiieess ooff pprroojjeeccttiioonnss,, aanndd ooff

AA

tthhee ccoorrrreessppoonnddeennccee bbeettwweeeenn nnuummeerriiccaall ccooeeffffiicciieennttss [[22..55]] aanndd eexxpplliicciitt MMuu ll tt pprroojjeeccttiioonnss..

ppaatttteerrnn pp22 ""mmaattcchheess"" pp11 iiff iitt rreepprreesseennttss aa ssuuppeerrsseett ooff tthhee eexxpprreessssiioonnss rreepprreesseenntteedd bbyy pp11 ((ssoo tthhaatt pp11 mmaayy bbee

pp
oobbttaaiinneedd bbyy rreeppllaacciinngg ssoommee oorr aallll ooff tthhee ggeenneerriicc ssyymmbboollss iinn pp22)).. pp11 iiss tthheenn ccoonnssiiddeerreedd ""mmoorree ssppeecciiffiicc"" tthhaann
22..

MMaa tt cchh [[ eexxpprr22 ,, eexxpprr11 ]]
yyiieellddss 00 iiff eexxpprr22 ddooeess nnoott mmaattcchh eexxpprr11,, 11 iiff eexxpprr22 iiss eeqquuiivvaalleenntt ttoo eexxpprr11,, oorr aa lliisstt ooff rreeppllaacceemmeennttss ffoorr

AA

ggeenneerriicc ssyymmbboollss iinn eexxpprr22 nneecceessssaarryy ttoo oobbttaaiinn eexxpprr11..

ppaatttteerrnn pp22 mmaattcchheess pp11 iiff tthhee ssiimmpplliiffiieedd ffoorrmm ooff pp22 aafftteerr rreeppllaacceemmeenntt ooff ggeenneerriicc ssyymmbboollss iiss lliitteerraallllyy
--

mm
eeqquuiivvaalleenntt ttoo pp11.. HHoowweevveerr,, ffoorr aatt lleeaasstt oonnee ooccccuurrrreennccee ooff eeaacchh ggeenneerriicc ssyymmbbooll iinn pp22 tthhee nneecceessssaarryy rreeppllaaccee

eenntt mmuusstt ffoollllooww ffrroomm lliitteerraall ccoommppaarriissoonn wwiitthh pp11 ((aanndd mmuusstt tthhuuss aappppeeaarr aass aann eexxpplliicciitt ppaarrtt ooff pp11))..

yy
tt
TThhee vvaalluuee tt ooff tthhee pprrooppeerrttyy [[44]] ii $$xx [[GGee nn ]] rreessttrriiccttss aallll ooccccuurrrreenncceess ooff tthhee ggeenneerriicc ssyymmbbooll xx ttoo mmaattcchh oonnll
hhoossee eexxpprreessssiioonnss oonn wwhhiicchh aapppplliiccaattiioonn ooff tthhee tteemmppllaattee tt yyiieellddss ""ttrruuee"" [[55]]..

iiiiiii ]]i diiiiiii oorr GGeenn [[ ppaatt ,, ccoonndi dppaatt ii== ccoonnd
rreepprreesseennttss aa ppaatttteerrnn eeqquuiivvaalleenntt ttoo ppaatt,, bbuutt rreessttrriicctteedd ttoo mmaattcchh oonnllyy tthhoossee eexxpprreessssiioonnss ffoorr wwhhiicchh ccoonndd iiss

MM

ddeetteerrmmiinneedd ttoo bbee ttrruuee [[55]] aafftteerr nneecceessssaarryy rreeppllaacceemmeennttss ffoorr ggeenneerriicc ssyymmbboollss..

uullttii--ggeenneerriicc ssyymmbboollss [[22..22]] aarree aa ssppeecciiaall ccllaassss ooff ggeenneerriicc ssyymmbboollss wwhhiicchh rreepprreesseenntt sseeqquueenncceess ooff eexxpprreessssiioonnss,,

bb
ccoorrrreessppoonnddiinngg ttoo nnuullll pprroojjeeccttiioonnss [[22..33]] ooff aannyy lleennggtthh.. IInn aa pprroojjeeccttiioonn ((oorr lliisstt)),, tthhee sseeqquueennccee ooff ffiilltteerrss mmaattcchheedd
yy aa mmuullttii--ggeenneerriicc ssyymmbbooll iiss tteerrmmiinnaatteedd wwhheenn aallll ssuubbsseeqquueenntt ffiilltteerrss ccaann bbee ootthheerrwwiissee mmaattcchheedd.. FFoorr pprroojjeeccttiioonnss

ss
wwiitthh CCoommmm oorr RRee oo rr [[44]] pprrooppeerrttiieess,, aallll bbuutt oonnee mmuullttii--ggeenneerriicc ssyymmbbooll iiss ttaakkeenn ttoo mmaattcchh aa zzeerroo--lleennggtthh
eeqquueennccee ooff eexxpprreessssiioonnss [[ ]] .. IInn aa pprroojjeeccttiioonn ffrroomm aa pprroojjeeccttoorr ff wwiitthh pprrooppeerrttyy FF ll aa tt [[44]],, aa mmuullttii--ggeenneerriicc

--
jj
ssyymmbbooll mmaattcchheess aa sseeqquueennccee ooff ffiilltteerrss ccoorrrreessppoonnddiinngg ttoo aa ffuurrtthheerr pprroojjeeccttiioonn ffrroomm ff.. AAlltthhoouugghh tthhiiss ffuurrtthheerr pprroo
eeccttiioonn mmaayy bbee ccoonnssiiddeerreedd aass aa ssiinnggllee ffiilltteerr iinn tthhee oorriiggiinnaall pprroojjeeccttiioonn,, iitt iiss nnoott rreepprreesseenntteedd bbyy aa ssiinnggllee oorrddiinnaarryy

2

ggeenneerriicc ssyymmbbooll..

2..77 TTeemmppllaatteess

AA tteemmppllaattee tt iiss aann eexxpprreessssiioonn ssppeecciiffyyiinngg aann aaccttiioonn ttoo bbee ttaakkeenn oonn aa sseett ooff eexxpprreessssiioonnss {{ss11,, ss22,, .. .. ..}}..

nn

TThhee rreessuulltt ffrroomm aann aapppplliiccaattiioonn ooff tt ddeeppeennddss oonn iittss ssttrruuccttuurree::

uummbbeerr oorr NNuu ll ll tt

ppaatttteerrnn TThhee vvaalluuee ooff tt oobbttaaiinneedd bbyy rreeppllaacceemmeenntt ooff ggeenneerriicc ssyymmbboollss ddii ooccccuurrrriinngg iinn iitt bbyy aannyy
ii

ii
ccoorrrreessppoonnddiinngg ssii.. TThhee aassssoocciiaattiioonn ooff ssii wwiitthh ddii iiss ddeetteerrmmiinneedd bbyy ffiirrsstt ssoorrttiinngg tthhee dd
nnttoo ccaannoonniiccaall oorrddeerr.. IIff aannyy ooff tthhee ddii aarree mmuullttii--ggeenneerriicc ssyymmbboollss,, tthhee ffiirrsstt iiss ppaaiirreedd

wwiitthh tthhee mmaaxxiimmaall sseett ooff ssii.. AAnnyy uunnppaaiirreedd ddii aarree lleefftt uunnrreeppllaacceedd..

..

oo

`̀ uu oo rr MMaa rr kk [[ uu ]] uu

tthheerr eexxpprreessssiioonn tt [[ ss11 ,, ss22 ,, .. .. .. ]] ..

gg AApp [[77..22]]
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AA

22..88 CChhaammeelleeoonniicc eexxpprreessssiioonnss

cchhaammeelleeoonniicc eexxpprreessssiioonn iiss aann eexxpprreessssiioonn ccoonnttaaiinniinngg cchhaammeelleeoonniicc ssyymmbboollss [[22..22]].. IIff aa cchhaammeelleeoonniicc eexxpprreessssiioonn

nn
iiss aassssiiggnneedd aass aa ddeellaayyeedd vvaalluuee [[33..22]],, tthheenn eeaacchh cchhaammeelleeoonniicc ssyymmbbooll wwhhiicchh iitt ccoonnttaaiinnss iiss ggiivveenn aa uunniiqquuee nneeww
aammee wwhheenneevveerr tthhee vvaalluuee iiss uusseedd..

2

gg MMaa kk ee [[1100..55]]

2..99 CCoommmmeennttaarryy iinnppuutt

AAnnyy iinnppuutt ((iinncclluuddiinngg ⊂⊂ nneewwlliinnee⊃⊃ ´́ss)) bbeettwweeeenn // ** aanndd ** // iiss ttrreeaatteedd aass ccoommmmeennttaarryy,, aanndd iiss nnoott pprroocceesssseedd..
CCoommmmeennttss mmaayy bbee nneesstteedd..
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i

22..1100 IInnppuutt ffoorrmmss

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

i
iinnppuutt ffoorrmm pprroojjeeccttiioonn ggrroouuppiinngg

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
i ((xx)) ((ppaarreenntthheesseess))iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

{
{{xx11,, xx22,, xx33,, .. .. ..}} ((lliisstt))
{[[ii11]]::xx11,, [[ii22]]::xx22,, .. .. ..}} ((lliisstt))iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

i xx11**ˆ̂xx22 xx11 ** 1100ˆ̂xx22 ((xx11**ˆ̂xx22))**ˆ̂xx33iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
i @@xx ##OO[[xx]]iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
i iixx PPrroopp[[xx]]iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

ff[[xx11,,xx22,,xx33]] ((pprroojjeeccttiioonn)) ff[[xx11,,xx22,,xx33]] ((iiff[[TTiieerr]]::00))
((((ff[[xx11]]))[[xx22]]))[[xx33]] ((iiff[[TTiieerr]]::11)) iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

[[xx11,,xx22,,xx33]] NNpp[[xx11,,xx22,,xx33]] [[xx11,,xx22,,xx33]] iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
<<xx GGeett[[xx]]iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

x
xx!!!! DDffccttll[[xx]] ((xx!!!!))!!
x!! FFccttll[[xx]]iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

x
xx11..xx22..xx33 DDoott[[xx11,,xx22,,xx33]] xx11..xx22..xx33
x11 **** xx22 **** xx33 OOmmuulltt[[xx11,,xx22,,xx33]] xx11 **** xx22 **** xx33 iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
xx11ˆ̂xx22 PPooww[[xx11,,xx22]] xx11ˆ̂((xx22ˆ̂xx33)) iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
--xx MMuulltt[[--11,,xx]]iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

i xx11//xx22 DDiivv[[xx11,,xx22]] ((xx11//xx22))//xx33iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
i xx11 ** xx22 ** xx33 MMuulltt[[xx11,,xx22,,xx33]] xx11 ** xx22 ** xx33 ((sseeee aallssoo bbeellooww))iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

x
xx11 ++ xx22 ++ xx33 PPlluuss[[xx11,,xx22,,xx33]] xx11 ++ xx22 ++ xx33
x11 -- xx22 ++ xx33 PPlluuss[[xx11,,--xx22,,xx33]] xx11 ++ ((--xx22)) ++ xx33 iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
xx11 == xx22 EEqq[[xx11,,xx22]] SSeeee nnoottee bbeellooww

ww
x
xx11 ˜̃ == xx22 UUnneeqq[[xx11,,xx22]] SSeeee nnoottee bbeelloo
x11 >> xx22 GGtt[[xx11,,xx22]] SSeeee nnoottee bbeellooww

ww
x
xx11 >>== xx22 GGee[[xx11,,xx22]] SSeeee nnoottee bbeelloo
x11 << xx22 GGtt[[xx22,,xx11]] SSeeee nnoottee bbeellooww

wwi xx11 <<== xx22 GGee[[xx22,,xx11]] SSeeee nnoottee bbeellooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
i ˜̃ xx NNoott[[xx]]iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
i xx11 && xx22 && xx33 AAnndd[[xx11,,xx22,,xx33]] xx11 && xx22 && xx33iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

x
xx11 ee xx22 ee xx33 OOrr[[xx11,,xx22,,xx33]] xx11 ee xx22 ee xx33
x11 eee e xx22 eee e xx33 XXoorr[[xx11,,xx22,,xx33]] xx11 eee e xx22 eee e xx33 iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
xx11 ==>> xx22 IImmpp[[xx11,,xx22]] xx11==>>((xx22==>>xx33)) iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
xx11 ii== xx22 GGeenn[[xx11,,xx22]] ((xx11 ii== xx22)) ii== xx33 iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
xx11 .... xx22 SSeeqq[[xx11,,xx22]] ((xx11 .... xx22)) .... xx33 iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
xx11 :: xx22 SSeett[[xx11,,xx22]] xx11 :: ((xx22 :: xx33))

x
xx :: SSeett[[xx]]
x11 :::: xx22 SSeettdd[[xx11,,xx22]] xx11 :::: ((xx22 :::: xx33))

)
x
xx11 -->> xx22 RReepp[[xx11,,xx22]] xx11 -->> ((xx22 -->> xx33)
x11 ---->> xx22 RReeppdd[[xx11,,xx22]] xx11 ---->> ((xx22 ---->> xx33))

x
xx11 ii:: xx22 PPrrsseett[[xx11,,xx22]] xx11 ii:: ((xx22 ii:: xx33))
x11 ii xx22 TTyysseett[[xx11,,xx22]] xx11 ii ((xx22 ii xx33))

)
x
xx11 ::== xx22 SSxxsseett[[xx11,,xx22]] xx11 ::== ((xx22 ::== xx33)
x11 ::== SSxxsseett[[xx11]]iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

x
xx11;; xx22;; xx33 PPrroocc[[xx11,,xx22,,xx33]] xx11;; xx22;; xx33
x11;; xx22;; .. .. ..;; xxnn;; PPrroocc[[xx11,,xx22,,.. .. ..,,xxnn,,]] xx11;; xx22;; .. .. .. xxnn;; iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
!!xx ((pprree--ssiimmpplliiffiiccaattiioonn))

`
´́xx HHoolldd[[xx]]
`xx MMaarrkk[[xx]]iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
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oorrmmss ggiivveenn iinn tthhee ssaammee bbooxx hhaavvee tthhee ssaammee pprreecceeddeennccee;; tthhee bbooxxeess aarree iinn oorrddeerr ooff ddeeccrreeaassiinngg pprreecceeddeennccee..

eeIIff @@ iiss aa ffoorrmm wwiitthh pprreecceeddeennccee hhiigghheerr tthhaann ##, tthheenn x1 @@ x2 ## x3 iiss ttrreeaatteedd aass ((x1 @@ x2)) ## x3,, wwhhiill
x1 ## x2 @@ x3 iiss ttrreeaatteedd aass x1 ## ((x2 @@ x3))..

TThhee llaasstt ccoolluummnn ooff tthhee ttaabbllee iinnddiiccaatteess hhooww mmuullttiippllee aappppeeaarraanncceess ooff tthhee ssaammee ffoorrmm aarree ggrroouuppeedd.. WWhheenn nnoo
tt

oo
ppaarreenntthheesseess aappppeeaarr,, tthhee ccoorrrreessppoonnddiinngg pprroojjeeccttiioonn iiss F l a t [[44,,77..77]].. TThheessee ggrroouuppiinnggss aallssoo ggoovveerrnn tthhee ttrreeaattmmeenn
ff ddiiffffeerreenntt ffoorrmmss wwiitthh tthhee ssaammee pprreecceeddeennccee..

CCoommbbiinnaattiioonnss ooff tthhee rreellaattiioonnaall ooppeerraattoorrss [[55]] =,, ˜̃ =,, >>,, >>=,, <<,, aanndd <<= mmaayy bbee iinnppuutt ttooggeetthheerr;; iiff # aanndd ##
..

HH
rreepprreesseenntt iinnppuutt ffoorrmmss ffoorr ttwwoo ssuucchh ooppeerraattoorrss,, tthheenn x1 # x2 ## x3 iiss ttrreeaatteedd aass ( x1 # x2 ) & ( x2 ## x3 )

oowweevveerr,, x1 ˜̃ = x2 ˜̃ = x3 iiss ttrreeaatteedd aass ( x1 ˜̃ = x2 ) & ( x2 ˜̃ = x3 ) & ( x1 ˜̃ = x3 ) ;; iinn ggeenneerraall,, ccoomm--

PP

bbiinnaattiioonnss ooff tthhee ffoorrmm expr1 ˜̃ = expr2 ˜̃ = expr3 ˜̃ = .. .. .. aasssseerrtt iinneeqquuaalliittyy ooff aallll tthhee expri..

rroodduuccttss mmaayy bbee iinnppuutt wwiitthhoouutt eexxpplliicciitt * wwhheenn tthheeiirr tteerrmmss aarree ssuuiittaabbllyy ddiissttiinngguuiisshheedd.. FFoorr aannyy nnuummbbeerrss n,

n

ssyymmbboollss s aanndd f aanndd eexxpprreessssiioonnss x tthhee ffoolllloowwiinngg iinnppuutt ffoorrmmss aarree ttaakkeenn aass pprroodduuccttss::

n s n f [ x ] n ( x ) n {{x}}n
s

n
ns s s f [ x ] s ( x ) s {{x}}
f [ x ] s f [ x ] f [ x ] f [ x ] ( x ) f [ x ] {{x}}f [ x ]

n
n ( x ) s ( x ) f [ x ] ( x ) ( x ) ( x ) {{x}} ( x )

{{x}} s{{x}} f [ x ]{{x}} ( x ){{x}} {{x}} {{x}}

..

TT

PPrreecceeddeennccee ooff ssuucchh ffoorrmmss iiss aass wwhheenn eexxpplliicciitt * aarree ggiivveenn

hhee ssyymmbbooll Nu l l [[22..22]] mmaayy bbee iinnppuutt aass aa bbllaannkk wwhheenn iitt aappppeeaarrss aass tthhee vvaalluuee ooff aann eennttrryy iinn aa lliisstt,, oorr aass aa
ffiilltteerr iinn aa pprroojjeeccttiioonn ggiivveenn iinn ssttaannddaarrdd ffoorrmm.. HHeennccee f [ ] iiss eeqquuiivvaalleenntt ttoo f [ Nu l l ] aanndd g [ , , ] ttoo
g [ Nu l l , Nu l l , Nu l l ] ..

n

c

22..1111 SSyynnttaaxx mmooddiiffiiccaattiioon

ccciiii :: == ddddiiii oorr SSxx ss ee tt [[ cccciiii ,, ddddiiii ,, ((ccllaassss :: 00)) ,, ((pprreecc :: 00)) ]]
aassssiiggnnss tthhee nnaammee ⊂⊂ cccc⊃⊃ ooff tthhee ssyymmbbooll cccc ttoo bbee rreeppllaacceedd tteexxttuuaallllyy oonn iinnppuutt bbyy ⊂⊂ dddd⊃⊃ aaccccoorrddiinngg ttoo oonnee ooff

00

tthhee ffoolllloowwiinngg ccllaasssseess ooff ttrraannssffoorrmmaattiioonnss

⊂⊂ cccc⊃⊃ →→ ⊂⊂ dddd⊃⊃
]]

22

11 ⊂⊂ cccc⊃⊃ xx →→ ⊂⊂ dddd⊃⊃ [[ xx

xx ⊂⊂ cccc⊃⊃ →→ ⊂⊂ dddd⊃⊃ [[ xx ]]

]]

44

33 xx11 ⊂⊂ cccc⊃⊃ xx22 ⊂⊂ cccc⊃⊃ xx33 →→ ⊂⊂ dddd⊃⊃ [[ xx11 ,, xx22 ,, xx33

xx11 ⊂⊂ cccc⊃⊃ xx22 →→ ⊂⊂ dddd⊃⊃ [[ xx11 ,, xx22 ]]
]]

55

xx11 ⊂⊂ cccc⊃⊃ xx22 ⊂⊂ cccc⊃⊃ xx33 →→ ⊂⊂ dddd⊃⊃ [[ xx11 ,, ⊂⊂ dddd⊃⊃ [[ xx22 ,, xx33 ]]

xx11 ⊂⊂ cccc⊃⊃ xx22 →→ ⊂⊂ dddd⊃⊃ [[ xx11 ,, xx22 ]]
]]

aa

xx11 ⊂⊂ cccc⊃⊃ xx22 ⊂⊂ cccc⊃⊃ xx33 →→ ⊂⊂ dddd⊃⊃ [[ ⊂⊂ dddd⊃⊃ [[ xx11 ,, xx22 ]] ,, xx33

nndd wwiitthh pprreecceeddeennccee pprreecc.. TTeexxttuuaall rreeppllaacceemmeennttss aarree ppeerrffoorrmmeedd bbeeffoorree iinnppuutt eexxpprreessssiioonnss aarree ssiimmpplliiffiieedd..

pp
IInnppuutt tteexxtt,, eexxcclluuddiinngg aannyy ssttrriinnggss eenncclloosseedd iinn "" "",, iiss ssccaannnneedd oonnccee oonnllyy ffrroomm tthhee bbeeggiinnnniinngg,, aanndd aatt eeaacchh
ooiinntt,, tteexxttuuaall rreeppllaacceemmeennttss ffoorr tthhee lloonnggeesstt ppoossssiibbllee cchhaarraacctteerr ssttrriinnggss aarree mmaaddee.. TTrraannssffoorrmmaattiioonnss 11

sstthhrroouugghh 55 mmaayy ccaarrrryy pprreecceeddeenncceess ffrroomm 11 ttoo 33:: 11 iiss tthhee ssaammee aass II nnppuu tt ,, 22 aass PP ll uu ss aanndd 33 aa
II nn ff oo ..

cccc :: == oorr SS xx ss ee tt [[ cccc ]] rreemmoovveess aannyy tteexxttuuaall rreeppllaacceemmeennttss aassssiiggnneedd ffoorr cccc..

SS xx ss ee tt [[ ]] rreemmoovveess aallll aassssiiggnnmmeennttss ffoorr tteexxttuuaall rreeppllaacceemmeennttss..
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MM

22..1122 OOuuttppuutt ffoorrmmss

oosstt iinnppuutt ffoorrmmss aarree aallssoo uusseedd ffoorr oouuttppuutt..

PPaarreenntthheesseess aarree oommiitttteedd iinn oouuttppuutt wwhheenn tthhee rreeqquuiirreedd ggrroouuppiinnggss ffoollllooww tthhee pprreecceeddeenncceess ooff ffoorrmmss ggiivveenn iinn

CC

[[22..1100]]..

oommmmoonn aaddddiittiioonnaall oouuttppuutt ffoorrmmss::

33MMuu ll tt [[ xx 11 ,, xx 22 ,, xx 33 ]] xx 11 xx 22 xx

xx 11
--DD ii vv [[ xx 11 ,, xx 22 ]] --

xx 22

xx 22

TT

PPooww [[ xx 11 ,, xx 22 ]] xx 11

hhee oouuttppuutt ffoorrmm ooff tthhee pprroojjeeccttiioonn PP ll oo tt [[1100..22]] iiss aa ""pplloott""..

AA

FFmmtt aanndd SS xx aarree pprriinntteedd iinn aa ssppeecciiaall ffoorrmmaatttteedd ffoorrmm..

ssssiiggnnmmeenntt ooff aa PP rr pprrooppeerrttyy [[44]] ddeeffiinneess aa ssppeecciiaall oouuttppuutt ffoorrmm ffoorr aa pprroojjeeccttiioonn..

ee
ll
TThhee pprreesseennccee ooff ssppeecciiaall ffoorrmmss iinn aann oouuttppuutt eexxpprreessssiioonn iiss iinnddiiccaatteedd bbyy ** aatt tthhee bbeeggiinnnniinngg ooff tthhee oouuttppuutt.. TThh
aabbeelllliinngg ooff ppaarrttss iinn ssuucchh ssppeecciiaall oouuttppuutt ffoorrmmss mmaayy nnoott bbee mmaanniiffeesstt.. AA ddiirreecctt aanndd uunnaammbbiigguuoouuss rreepprreesseennttaattiioonn

gg

ooff aannyy eexxpprreessssiioonn iiss pprriinntteedd bbyy LLpp rr [[1100..11]]..

LL [[1100..44]]
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33.. FFuunnddaammeennttaall ooppeerraattiioonnss

3..11 AAuuttoommaattiicc ssiimmpplliiffiiccaattiioonn

AAnnyy iinnppuutt eexxpprreessssiioonn iiss aauuttoommaattiiccaallllyy ""ssiimmpplliiffiieedd"" ttoo tthhee mmaaxxiimmuumm eexxtteenntt ppoossssiibbllee.. UUnnlleessss ffuurrtthheerr aassssiiggnnmmeennttss
tt

uu
aarree mmaaddee,, tthhee rreessuullttiinngg oouuttppuutt eexxpprreessssiioonn ccaann bbee ssiimmpplliiffiieedd nnoo ffuurrtthheerr;; iiff iitt iiss iinnppuutt aaggaaiinn,, iitt wwiillll bbee oouuttppuu
nncchhaannggeedd..

EEvveenn iiff ppaarrtt ooff aann eexxpprreessssiioonn iiss aappppaarreennttllyy mmeeaanniinngglleessss,, nnoo mmeessssaaggee iiss pprriinntteedd;; tthhaatt ppaarrtt iiss mmeerreellyy rreettuurrnneedd
rr

mm
wwiitthhoouutt ffuurrtthheerr ssiimmpplliiffiiccaattiioonn.. PPrroocceessssiinngg iimmppaasssseess ooccccuurr iiff ssiimmpplliiffiiccaattiioonn aappppaarreennttllyy rreeqquuiirreess iinnffiinniittee ttiimmee oo

eemmoorryy ssppaaccee..

TThhee ssiimmpplliiffiiccaattiioonn ooff eexxpprreessssiioonnss pprroocceeeeddss aass ffoolllloowwss::

..

SS

NNuummbbeerrss OOrrddiinnaarryy nnuummbbeerrss rreemmaaiinn uunncchhaannggeedd

yymmbboollss AA ssyymmbbooll iiss rreeppllaacceedd bbyy tthhee ssiimmpplliiffiieedd ffoorrmm ooff aannyy vvaalluuee aassssiiggnneedd [[33..22]] ttoo iitt..

PPrroojjeeccttiioonnss

11.. EEaacchh ffiilltteerr iiss ssiimmpplliiffiieedd iinn ttuurrnn,, uunnlleessss tthhee vvaalluuee ((kk)) ooff aannyy ccoorrrreessppoonnddiinngg SSmmpp pprroo--
ll

ii
ppeerrttyy ccaarrrriieedd bbyy tthhee pprroojjeeccttoorr iiss 00 .. TThhee ssiimmpplliiffiiccaattiioonn ooff aa ffiilltteerr iiss ccaarrrriieedd oouutt uunnttii
ttss vvaalluuee nnoo lloonnggeerr cchhaannggeess,, oorr uunnttiill aannyy pprroojjeeccttoorrss nnoott ccaarrrryyiinngg pprrooppeerrttyy RRee cc hhaavvee

[[
aappppeeaarreedd rreeccuurrssiivveellyy aatt mmoosstt kk ttiimmeess ((sseeee bbeellooww)).. IIff aannyy ffiilltteerr iiss ffoouunndd ttoo bbee eexxtteennddeedd
44]] wwiitthh rreessppeecctt ttoo tthhee pprroojjeeccttoorr,, tthheenn tthhee pprroojjeeccttiioonn iiss rreeppllaacceedd oorr eennccaasseedd aass ssppeecciiffiieedd

22

iinn tthhee rreelleevvaanntt pprrooppeerrttyy lliisstt [[44]]..

.. PPrroojjeeccttiioonnss wwiitthh FF ll aa tt ,, CCoommmm oorr RRee oo rr pprrooppeerrttiieess [[44,, 77..77]] aarree ccaasstt iinnttoo ccaannoonniiccaall

ii
ffoorrmm.. IIff tthhee pprroojjeeccttoorr ccaarrrriieess tthhee pprrooppeerrttyy SS yy ss [[44]] bbuuiilltt--iinn ssiimmpplliiffiiccaattiioonn rroouuttiinneess aarree
nnvvookkeedd ffoorr ssyysstteemm--ddeeffiinneedd pprroojjeeccttiioonnss.. EExxtteerrnnaall pprrooggrraammss aarree uusseedd wwhheenn aapppplliiccaabbllee

33

iiff tthhee pprroojjeeccttoorr ccaarrrriieess tthhee pprrooppeerrttyy CCoo nn ss [[44,, 1100..77]]..

.. IIff aa vvaalluuee vv hhaass bbeeeenn aassssiiggnneedd ffoorr tthhee pprroojjeeccttoorr,, tthheenn tthhee ffiilltteerrss ooff tthhee pprroojjeeccttiioonn aarree
rr

cc
uusseedd iinn aann aatttteemmpptt ttoo sseelleecctt aa ppaarrtt ooff vv.. TThhee ffiilltteerrss aarree uusseedd ttooggeetthheerr iiff tthhee pprroojjeeccttoo
aarrrriieess tthhee pprrooppeerrttiieess TT ii ee rr ,, FF ll aa tt ,, CCoommmm oorr RRee oo rr .. IIff tthhee rreeqquuiirreedd ppaarrtt iiss

ss
dd
pprreesseenntt,, aannyy nneecceessssaarryy rreeppllaacceemmeennttss ffoorr ggeenneerriicc ssyymmbboollss aarree ppeerrffoorrmmeedd ((aanndd vvaalluuee
eeffiinneedd bbyy ggeenneerriicc aassssiiggnnmmeennttss [[33..22]] aarree iinnsseerrtteedd));; tthhee pprroojjeeccttiioonn iiss tthheenn rreeppllaacceedd bbyy

yy
uu
tthhee ssiimmpplliiffiieedd vvaalluuee ooff tthhee ppaarrtt.. WWhheenn vv iiss aa lliisstt,, iittss eennttrriieess aarree ssccaannnneedd sseeqquueennttiiaallll
nnttiill oonnee iiss ffoouunndd wwhhoossee iinnddiicceess mmaattcchh [[22..66]] tthhee ffiilltteerrss ooff tthhee pprroojjeeccttiioonn.. SSeeqquueenncceess

ss
ll
ooff ffiilltteerrss iinn tthhee pprroojjeeccttiioonn aarree uusseedd ttooggeetthheerr iinn mmaattcchhiinngg nnuullll pprroojjeeccttiioonnss aappppeeaarriinngg aa
iisstt iinnddiicceess.. FF ll aa tt ,, CCoommmm,, aanndd RRee oo rr pprrooppeerrttiieess aarree aaccccoouunntteedd ffoorr iinn tthhiiss mmaattcchh--

LL

iinngg pprroocceessss..

iissttss IImmmmeeddiiaattee vvaalluueess [[33..22]] ffoorr eennttrriieess ooff aa lliisstt aarree ssiimmpplliiffiieedd iinn ttuurrnn.. IInnddiicceess aarree nnoott ssiimmpplliiffiieedd..

ee
oo
WWhheenneevveerr aann eexxpprreessssiioonn ttoo wwhhiicchh aann iimmmmeeddiiaattee vvaalluuee hhaass bbeeeenn aassssiiggnneedd ((tthhrroouugghh :: [[33..22]])) iiss ssiimmpplliiffiieedd,, tthh
lldd vvaalluuee iiss rreeppllaacceedd bbyy tthhee nneeww ssiimmpplliiffiieedd ffoorrmm.. DDeellaayyeedd vvaalluueess ((aassssiiggnneedd bbyy :: :: [[33..22]])) aarree ssiimmpplliiffiieedd

SS

wwhheenneevveerr tthheeyy aarree rreeqquuiirreedd,, bbuutt aarree nnoott rreeppllaacceedd bbyy tthhee rreessuullttiinngg ssiimmpplliiffiieedd ffoorrmmss..

iimmpplliiffiiccaattiioonn ooff aa pprroojjeeccttiioonn mmaayy iinnvvoollvvee ffuurrtthheerr pprroojjeeccttiioonnss ffrroomm tthhee ssaammee pprroojjeeccttoorr ((rreeccuurrssiioonn)).. UUnnlleessss aa
rr

ii
pprroojjeeccttoorr gg ccaarrrriieess tthhee pprrooppeerrttyy RRee cc ,, iitt mmaayy aappppeeaarr rreeccuurrssiivveellyy aatt mmoosstt kk ttiimmeess iinn tthhee ssiimmpplliiffiiccaattiioonn ooff aa ffiillttee
nn aa pprroojjeeccttiioonn ffrroomm ff bbeeffoorree sstteeppss 22 aanndd 33 iinn tthhee ssiimmpplliiffiiccaattiioonn ooff tthhee ff pprroojjeeccttiioonn aarree ppeerrffoorrmmeedd.. TThhee vvaalluuee

tt
ii
ooff kk ffoorr aa ppaarrttiiccuullaarr ffiilltteerr iiss ddeetteerrmmiinneedd bbyy tthhee vvaalluuee ooff aannyy ccoorrrreessppoonnddiinngg SSmmpp pprrooppeerrttyy ffoorr ff .. TThhee ddeeffaauull
ss II nn ff ,, ccaauussiinngg eeaacchh ffiilltteerr ttoo bbee ssiimmpplliiffiieedd uunnttiill iitt nnoo lloonnggeerr cchhaannggeess,, rreeggaarrddlleessss ooff tthhee nnuummbbeerr ooff rreeccuurrssiivvee

ee
pp
aappppeeaarraanncceess ooff gg.. OOtthheerr vvaalluueess ooff kk aallllooww sstteeppss 22 aanndd 33 iinn tthhee ssiimmpplliiffiiccaattiioonn ooff tthhee pprroojjeeccttiioonn ffrroomm ff ttoo bb
eerrffoorrmmeedd eevveenn tthhoouugghh tthhee ffiilltteerr mmaayy nnoott bbee ""ccoommpplleetteellyy ssiimmpplliiffiieedd"".. WWhheenn kk iiss 00 ,, tthhee ffiilltteerr iiss lleefftt eennttiirreellyy

--
tt
uunnssiimmpplliiffiieedd.. TThhee SSmmpp pprrooppeerrttiieess ooff pprroojjeeccttoorrss ssuucchh aass MMuu ll tt aanndd PP ll uu ss hhaavvee vvaalluuee 11 ssiinnccee ssiimmpplliiffiiccaa
iioonnss ooff tthheeiirr pprroojjeeccttiioonnss aarree vvaalliidd rreeggaarrddlleessss ooff tthhee ssttaattee ooff ssiimmpplliiffiiccaattiioonn ooff tthheeiirr ffiilltteerrss..

ss
ii
""SSttaattiicc"" ((mmaanniiffeessttllyy nnoonn--tteerrmmiinnaattiinngg)) rreeccuurrssiivvee aassssiiggnnmmeennttss iinn wwhhiicchh tthhee lliitteerraall ffoorrmm ooff aann eexxpprreessssiioonn aappppeeaarr
nn iittss ssiimmpplliiffiieedd vvaalluuee aarree eevvaalluuaatteedd oonnccee oonnllyy..
gg DDee pp [[77..44]]
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iiiiiii ,, ((lleevvssppeecc :: 11)) ,, ((rrpptt :: 11)) ,, ((ddoommccrriitt :: 11)) ,, ((mmaaxx :: 11)) ]]i rSSmmpp [[ eexxppr
ssiimmpplliiffiieess ppaarrttss ooff eexxpprr iinn tthhee ddoommaaiinn ssppeecciiffiieedd bbyy lleevvssppeecc aanndd ddoommccrriitt,, ssiimmpplliiffyyiinngg aatt mmoosstt rrpptt ttiimmeess

gg
ppeerr ppaassss tthhrroouugghh tthhee eexxpprreessssiioonn aanndd mmaakkiinngg aatt mmoosstt mmaaxx ppaasssseess..

SSmmpp [[44]]

33..22 AAssssiiggnnmmeenntt aanndd ddeeaassssiiggnnmmeenntt

AAssssiiggnnmmeenntt iiss uusseedd ttoo ddeeffiinnee aa vvaalluuee ffoorr aann eexxpprreessssiioonn.. SSiimmpplliiffiiccaattiioonn [[33..11]] rreeppllaacceess aann eexxpprreessssiioonn bbyy aannyy

VV

vvaalluuee aassssiiggnneedd ttoo iitt..

aalluueess ffoorr eexxpprreessssiioonnss ccoommee iinn ttwwoo ttyyppeess::

IImmmmeeddiiaattee TThhee vvaalluuee iiss ssiimmpplliiffiieedd wwhheenn iitt iiss aassssiiggnneedd,, aanndd iiss mmaaiinnttaaiinneedd iinn aa ssiimmpplliiffiieedd ffoorrmm,, bbeeiinngg

DD

uuppddaatteedd,, iiff nneecceessssaarryy,, wwhheenneevveerr iitt iiss uusseedd..

eellaayyeedd TThhee vvaalluuee iiss mmaaiinnttaaiinneedd iinn aann uunnssiimmpplliiffiieedd ffoorrmm;; aa nneeww ssiimmpplliiffiieedd ffoorrmm iiss oobbttaaiinneedd wwhheenn--

e

eevveerr iitt iiss uusseedd..

exxpprr11iiiiiiiiii :: eexxpprr22 oorr SSee tt [[ eexxpprr11iiiiiiiiii ,, eexxpprr22 ]]
..

e

aassssiiggnnss eexxpprr22 ttoo bbee tthhee iimmmmeeddiiaattee vvaalluuee ooff tthhee eexxpprreessssiioonn eexxpprr11

exxpprr11iiiiiiiiii :: :: eexxpprr22iiiiiiiiii oorr SSee tt dd [[ eexxpprr11iiiiiiiiii ,, eexxpprr22iiiiiiiiii ]]
..aassssiiggnnss eexxpprr22 ttoo bbee tthhee ddeellaayyeedd vvaalluuee ooff tthhee eexxpprreessssiioonn eexxpprr11

]]

VV

gg EEvv [[33..77

aalluueess eexxpprr22 aarree aassssiiggnneedd ttoo eexxpprreessssiioonnss eexxpprr11 ooff ddiiffffeerreenntt ttyyppeess aass ffoolllloowwss::

SS

NNuummbbeerrss NNoo aassssiiggnnmmeenntt iiss mmaaddee..

yymmbboollss eexxpprr22 rreeppllaacceess aannyy vvaalluuee pprreevviioouussllyy aassssiiggnneedd ttoo eexxpprr11.. NNoo aassssiiggnnmmeenntt iiss mmaaddee ffoorr ggeenneerriicc

PP

aanndd cchhaammeelleeoonniicc ssyymmbboollss [[22..22]]..

rroojjeeccttiioonnss FFiirrsstt,, tthhee ffiilltteerrss ooff eexxpprr11 aarree ssiimmpplliiffiieedd iinn ttuurrnn,, aanndd aannyy FF ll aa tt ,, CCoommmm,, oorr RRee oo rr pprrooppeerr--

aa
ttiieess [[44]] ooff iittss pprroojjeeccttoorr ff aarree uusseedd.. TThheenn tthhee ssppeecciiffiieedd ppaarrtt iinn tthhee ssiimmpplliiffiieedd ffoorrmm vv ooff ff iiss
ssssiiggnneedd tthhee vvaalluuee eexxpprr22.. TThhee aaccttiioonnss ooff tthhee aassssiiggnnmmeenntt ffoorr vvaarriioouuss ttyyppeess ooff vv aarree aass ffooll--

SS

lloowwss::

yymmbboollss TThhee vvaalluuee ooff ff bbeeccoommeess aa lliisstt ((oorr nneesstteedd sseett ooff lliissttss)) wwiitthh oonnee eennttrryy wwhhoossee

LL

iinnddiicceess ggiivvee tthhee ffiilltteerrss ooff eexxpprr11 aanndd wwhhoossee vvaalluuee iiss eexxpprr22..

iissttss IIff tthhee iinnddiicceess ooff aann eexxiissttiinngg eennttrryy ooff vv aarree eeqquuiivvaalleenntt [[22..66]] ttoo tthhee ffiilltteerrss ooff

ii
eexxpprr11.. tthheenn tthhee vvaalluuee ooff tthhaatt eennttrryy iiss rreeppllaacceedd bbyy eexxpprr22.. IIff nnoo ssuucchh eennttrryy
ss pprreesseenntt,, tthheenn aann aaddddiittiioonnaall eennttrryy wwiitthh iinnddiicceess ggiivveenn bbyy tthhee ffiilltteerrss ooff

tt
eexxpprr11 aanndd wwiitthh vvaalluuee eexxpprr22 iiss iinnttrroodduucceedd.. NNeeww eennttrriieess aarree ppoossiittiioonneedd iinn
hhee lliisstt iimmmmeeddiiaatteellyy aafftteerr aannyy eennttrriieess wwiitthh mmoorree ssppeecciiffiicc [[22..66]] iinnddiicceess..

ooPPrroojjeeccttiioonnss UUnnlleessss tthhee rreelleevvaanntt ffiilltteerr ooff eexxpprr11 iiss -- 11 ,, 00 ,, oorr aa ppoossiittiivvee iinntteeggeerr,, nn
aassssiiggnnmmeenntt iiss mmaaddee.. IIff tthhee ffiilltteerr ccoorrrreessppoonnddss ttoo aann eexxiissttiinngg ppaarrtt ooff vv,, tthhiiss

ff
ppaarrtt iiss rreeppllaacceedd bbyy tthhee eexxpprreessssiioonn eexxpprr22;; ootthheerrwwiissee,, aaddddiittiioonnaall NNuu ll ll
iilltteerrss aarree iinnttrroodduucceedd ssoo aass ttoo iinncclluuddee tthhee ssppeecciiffiieedd ppaarrtt..

eeLLiissttss IIff eexxpprr22 iiss aa lliisstt,, tthheenn eeaacchh eennttrryy iinn eexxpprr11 iiss aassssiiggnneedd ((iinn ppaarraalllleell)) tthhee vvaalluuee ooff tthh
ccoorrrreessppoonnddiinngg eexxpprr22 eennttrryy ((oorr NNuu ll ll iiff nnoo ssuucchh eennttrryy eexxiissttss));; ootthheerrwwiissee,, aallll eennttrriieess iinn eexxpprr11

ee

aarree aassssiiggnneedd tthhee vvaalluuee eexxpprr22..

xxpprr :: oorr eexxpprr :: NNuu ll ll oorr SS ee tt [[ eexxpprr ]] oorr SS ee tt [[ eexxpprr ,, NNuu ll ll ]]
ee

pp
rreemmoovveess aannyy vvaalluueess aassssiiggnneedd ffoorr tthhee lliitteerraall eexxpprreessssiioonn eexxpprr.. IIff ffiilltteerrss iinn pprroojjeeccttiioonnss aarree rreemmoovveedd,, tthh
rroojjeeccttiioonnss aarree ccoorrrreessppoonnddiinnggllyy sshhoorrtteenneedd.. ""RReemmoovvaall"" ooff aa pprroojjeeccttoorr rreessuullttss iinn iittss rreeppllaacceemmeenntt bbyy NNpp

oo
tt
[[22..33]].. IIff eexxpprr iiss aa lliisstt,, vvaalluueess ffoorr eeaacchh eennttrryy aarree rreemmoovveedd.. iissyymmbb :: rreemmoovveess pprrooppeerrttiieess [[44]] aassssiiggnneedd tt
hhee ssyymmbbooll ssyymmbb ((rreessttoorriinngg aannyy iinniittiiaall pprrooppeerrttiieess iiff ssyymmbb iiss ssyysstteemm--ddeeffiinneedd))..

gg
gg LLcc ll [[66..33]]

DDee ll [[77..33]]
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S e t [ ]
rreemmoovveess vvaalluueess aassssiiggnneedd ttoo aallll eexxpprreessssiioonnss..

iiiiiii ,, ((sstteepp :: 11)) ]]i rII nncc [[ eexxppr
iinnccrreemmeennttss tthhee vvaalluuee ooff eexxpprr bbyy sstteepp..

D

gg DDoo [[66..22]]

Dee cc [[ eexxpprriiiiiiii ,, ((sstteepp :: 11)) ]]
ddeeccrreemmeennttss tthhee vvaalluuee ooff eexxpprr bbyy sstteepp..

AAssssiiggnnmmeenntt aanndd ddeeaassssiiggnnmmeenntt pprroojjeeccttiioonnss hhaavvee tthhee ssppeecciiaall ccaappaabbiilliittyy ttoo eeffffeecctt ppeerrmmaanneenntt cchhaannggeess oonn tthheeiirr

3

ffiilltteerrss;; aallll ootthheerr ssyysstteemm pprroojjeeccttiioonnss mmuusstt lleeaavvee tthheeiirr ffiilltteerrss uunncchhaannggeedd..

3..33 RReeppllaacceemmeennttss aanndd ssuubbssttiittuuttiioonnss

VVaalluueess aassssiiggnneedd ffoorr eexxpprreessssiioonnss [[33..22]] aarree uusseedd wwhheenneevveerr tthheeyy aarree aapppplliiccaabbllee.. MMoorree ccoonnttrroolllleedd eevvaalluuaattiioonn iiss

e

pprroovviiddeedd bbyy tthhee uussee ooff ssuubbssttiittuuttiioonn pprroojjeeccttiioonnss..

exxpprr11 -- >> eexxpprr22 oorr RReepp [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, ((lleevvssppeecc :: II nn ff )) ,, ((rrpptt :: II nn ff )) ,, ((mmaaxx :: II nn ff )) ]]
ss

ss
iiss aa ppuurreellyy ssyynnttaaccttiicc ccoonnssttrruucctt wwhhiicchh rreepprreesseennttss aa rreeppllaacceemmeenntt ooff eexxpprr11 bbyy eexxpprr22.. TThhee rreeppllaacceemmeenntt ii
ppeecciiffiieedd ttoo bbee aaccttiivvee wwhheenn uusseedd iinn SS pprroojjeeccttiioonn ssuubbssttiittuuttiioonnss oonn aann eexxpprreessssiioonn eexxpprr oonnllyy ffoorr tthhee ffiirrsstt

tt
mmaaxx ooccccuurrrreenncceess ooff eexxpprr11 aappppeeaarriinngg aatt oorr bbeellooww lleevveell lleevv iinn eexxpprr,, aanndd dduurriinngg tthhee ffiirrsstt rrpptt ppaasssseess
hhrroouugghh eexxpprr

eexxpprr11 -- -- >> eexxpprr22iiiiiiiiii oorr RReeppdd [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22iiiiiiiiii ,, ((lleevvssppeecc :: II nn ff )) ,, ((rrpptt :: II nn ff )) ,, ((mmaaxx :: II nn ff )) ]]
ss

oo
rreepprreesseennttss aa rreeppllaacceemmeenntt iinn wwhhiicchh eexxpprr22 iiss mmaaiinnttaaiinneedd iinn aann uunnssiimmpplliiffiieedd ffoorrmm;; aa nneeww ssiimmpplliiffiieedd ffoorrmm ii
bbttaaiinneedd wwhheenneevveerr tthhee rreeppllaacceemmeenntt iiss ppeerrffoorrmmeedd..

]SS [[ eexxpprr ,, KK rreepp11 ,, rreepp22 ,, .. .. .. NN ,, ((rrpptt :: 11)) ,, ((lleevvssppeecc :: II nn ff )) ,, ((ddoommccrriitt :: 11)) ]
ppeerrffoorrmmss ssuubbssttiittuuttiioonnss iinn eexxpprr ssppeecciiffiieedd bbyy tthhee rreeppllaacceemmeennttss rreepp11,, rreepp22,, .. .. .. iinn tthhee ddoommaaiinn ddeeffiinneedd bbyy

hh
aa
lleevvssppeecc aanndd ddoommccrriitt [[22..55]].. EEaacchh ssuucccceessssiivvee ssuubbppaarrtt ooff eexxpprr iiss ccoommppaarreedd wwiitthh tthhee lleefftt mmeemmbbeerrss ooff eeaacc
ccttiivvee rreeppllaacceemmeenntt rreeppii iinn ttuurrnn;; iiff aa mmaattcchh [[22..66]] iiss ffoouunndd,, tthheenn tthhee ppaarrtt iiss rreeppllaacceedd bbyy tthhee ccoorrrreessppoonnddiinngg

ee
ee
rriigghhtt mmeemmbbeerr,, wwiitthh aannyy nneecceessssaarryy ssuubbssttiittuuttiioonnss ffoorr ggeenneerriicc ssyymmbboollss mmaaddee.. TThhee rreessuullttiinngg ccoommpplleett
xxpprreessssiioonn iiss ssccaannnneedd uunnttiill nnoo ffuurrtthheerr rreeppllaacceemmeennttss ccaann bbee uusseedd,, oorr aatt mmoosstt rrpptt ttiimmeess.. ((rrpptt mmaayy bbee

--
ss
II nn ff )).. WWhheenn aa rreeppllaacceemmeenntt iiss uusseedd,, tthhee rreessuullttiinngg ssuubbeexxpprreessssiioonn iiss nnoott ssccaannnneedd ffoorr ppoossssiibbllee ffuurrtthheerr ssuubb
ttiittuuttiioonnss uunnttiill iitt iiss rreeaacchheedd oonn aatt lleeaasstt tthhee nneexxtt ppaassss tthhrroouugghh tthhee ccoommpplleettee eexxpprreessssiioonn..

,,
tt
MMaannyy rreellaattiioonnss iinnvvoollvviinngg mmaatthheemmaattiiccaall ffuunnccttiioonnss aarree ggiivveenn iinn eexxtteerrnnaall ffiilleess [[11..44]] iinn tthhee ffoorrmm ooff rreeppllaacceemmeennttss
oo bbee aapppplliieedd uussiinngg SS..

SS ii [[ eexxpprr11 ,, KK rreepp11 ,, rreepp22 ,, .. .. .. NN ,, ((lleevvssppeecc :: II nn ff )) ,, ((ddoommccrriitt :: 11)) ]]
]]iiss eeqquuiivvaalleenntt ttoo SS [[ eexxpprr ,, KK rreepp11 ,, rreepp22 ,, .. .. .. NN ,, II nn ff ,, ((lleevvssppeecc :: II nn ff )) ,, ((ddoommccrriitt :: 11))

]] ;; tthhee rreeppii aarree rreeppeeaatteeddllyy uusseedd iinn eexxpprr uunnttiill tthhee rreessuulltt nnoo lloonnggeerr cchhaannggeess..

AArr eepp [[ KK rreepp11 ,, rreepp22 ,, .. .. .. NN ]]
ppeerrffoorrmmss eexxpplliicciitt aassssiiggnnmmeennttss uussiinngg SS ee tt oorr SS ee tt dd pprroojjeeccttiioonnss [[33..22]] oonn tthhee RRee pp oorr RRee ppdd rreeppllaaccee--

I

mmeennttss rreeppii..

I rr eepp [[ KK rreepp11 ,, rreepp22 ,, .. .. .. NN ]]
..

3

yyiieellddss aa lliisstt ooff ""iinnvveerrtteedd"" rreeppllaacceemmeennttss

3..44 NNuummeerriiccaall eevvaalluuaattiioonn

NN[[ eexxpprr ,, ((aacccc :: 66)) ,, ((ttrruunncc :: 00)) ]]
<<LLdd ii ss tt>>

yyiieellddss tthhee nnuummeerriiccaall vvaalluuee ooff eexxpprr iinn tteerrmmss ooff rreeaall oorr ccoommpplleexx ddeecciimmaall nnuummbbeerrss,, mmaaiinnttaaiinniinngg iiff ppoossssiibbllee
--

tt
aann aaccccuurraaccyy ooff aatt mmoosstt aacccc ssiiggnniiffiiccaanntt ffiigguurreess,, aanndd sseettttiinngg aallll nnuummeerriiccaall ccooeeffffiicciieennttss ssmmaalllleerr iinn mmaaggnnii
uuddee tthhaann ttrruunncc ttoo zzeerroo..

AA,, FF,, aanndd CCxx pprroojjeeccttiioonnss [[22..11]] aarree ggeenneerraatteedd wwhheenn rreeqquuiirreedd..
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uummeerriiccaall vvaalluueess ffoorr aarrbbiittrraarryy eexxpprreessssiioonnss mmaayy bbee ddeeffiinneedd bbyy aassssiiggnnmmeennttss [[33..22]] ffoorr tthhee ccoorrrreessppoonnddiinngg

N

NN [[ eexxpprr ]] oorr NN [[ eexxpprr ,, nn ]] ..

Neeqq [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, ((aacccc :: 11** ˆ̂ -- 88)) ,, ((nn :: 22)) ,, ((rraannggee :: {{ -- 1100 ,, 1100 }})) ]]
tt

ll
tteessttss ffoorr nnuummeerriiccaall eeqquuaalliittyy ooff eexxpprr11 aanndd eexxpprr22 wwiitthhiinn ffrraaccttiioonnaall aaccccuurraaccyy aacccc bbyy eevvaalluuaattiinngg tthheemm aa
eeaasstt nn ttiimmeess wwiitthh rraannddoomm nnuummeerriiccaall cchhooiicceess ((iinn tthhee ssppeecciiffiieedd rraannggee)) ffoorr aallll ssyymmbboolliicc ppaarraammeetteerrss aappppeeaarr--

gg
iinngg iinn tthheemm.. CCoommpplleexx nnuummeerriiccaall vvaalluueess aarree ttrreeaatteedd wwhheenn ppoossssiibbllee..

EEqq [[55]]

]]
gg
gg SSuumm,, PP rr oo dd [[99..22

DD,, II nn tt [[99..44]]

33..55 DDeeffeerrrreedd ssiimmpplliiffiiccaattiioonn

iiiiiii ]]i riiiiiii oorr HHoo ll dd [[ eexxppri r´́ eexxppr
yyiieellddss aann eexxpprreessssiioonn eennttiirreellyy eeqquuiivvaalleenntt ttoo eexxpprr bbuutt aallll ooff wwhhoossee ppaarrttss aarree ""hheelldd"" iinn aann uunnssiimmpplliiffiieedd

((

ffoorrmm,, uunnttiill ""rreelleeaasseedd"" bbyy RRee ll ..
PPrreeffiixx ffoorrmm iiss ""ffoorrwwaarrdd--qquuoottee"" oorr ""aaccuuttee aacccceenntt"" cchhaarraacctteerr..))

RRee ll [[ eexxpprr ]]
rreelleeaasseess aallll ""hheelldd"" ppaarrttss ooff eexxpprr ffoorr ssiimmpplliiffiiccaattiioonn..

PP

gg EEvv [[33..77]]

rroojjeeccttoorrss iinn ssiimmpplliiffiieedd pprroojjeeccttiioonnss aarree mmaaiinnttaaiinneedd iinn ""hheelldd"" ffoorrmm..

33..66 PPrree--ssiimmpplliiffiiccaattiioonn

! expr
rreepprreesseennttss tthhee ssiimmpplliiffiieedd ffoorrmm ooff expr rreeggaarrddlleessss ooff iittss eennvviirroonnmmeenntt..

SSiimmpplliiffiiccaattiioonnss iinnddiiccaatteedd bbyy ! aarree ppeerrffoorrmmeedd dduurriinngg iinnppuutt..

! mmaayy bbee uusseedd ttoo iinnsseerrtt ssiimmpplliiffiieedd ffoorrmmss aass ffiilltteerrss iinn pprroojjeeccttiioonnss ffoorr wwhhiicchh tthhee Smp pprrooppeerrttyy [[44]] hhaass tthhee

3

vvaalluuee 0 ..

3..77 PPaarrttiiaall ssiimmpplliiffiiccaattiioonn

iiiiiii ]]i rEEvv [[ eexxppr
yyiieellddss aa hheelldd ffoorrmm oobbttaaiinneedd bbyy ssiimmpplliiffyyiinngg eexxpprr bbuutt lleeaavviinngg uunnssiimmpplliiffiieedd aannyy ddeellaayyeedd vvaalluueess wwhhiicchh
aappppeeaarr..
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44.. PPrrooppeerrttiieess

issyymmbb or PPrr oopp [[ ssyymmbb ]]
is a list giving properties of the symbol ssyymmbb used to specify treatment of ssyymmbb or its projections.

t
a
The operations of projection [2.3, 7.3], assignment [3.2] and deassignment [3.2] may be applied to iissyymmbb jus
s to symbols.

iissyymmbb :: causes the properties of a system-defined symbol ssyymmbb to revert to their initial form [3.2].

.

T

A symbol is considered to "carry" a particular property pp if the value of iissyymmbb [[ pp ]] is not "false" [5]

he properties GGee nn, MMgg ee nn, CChh aamm, SSmmpp, TT ii ee rr , FF ll aa tt , RRee oo rr and CCoommmm, which affect treatment of

T

assignments for projections, must be defined before the projections are assigned.

he following are system-defined properties for a symbol ss:

SSyy ss Symbol with system-defined values for projections.

CCoonn ss Symbol for which some projections are evaluated by binary code internally loaded by CCoo nn ss or

II nn ll ii nnee

LLoo aa dd [10.7].

When a program invoking a projection from ss is constructed by CCoo nn ss or PP rr oo gg [10.7], the
e

f
program will use directly the value of the projection rather than call an intermediate languag
unction corresponding to ss.

GGeenn Generic symbol [2.2], representing the class of expressions on which application of the template

MMgg eenn

iiss [[GGee nn ]] yields a non-zero number [2.6].

Multi-generic symbol [2.2].

CChhaamm Chameleonic symbol [2.2].

II nn ii tt Any value assigned for iiss [[ II nn ii tt ]] is simplified, and then removed, when ss next appears as a

SSmmpp

projector.

The iith filter in a projection from ss is simplified until any projector not carrying the property
fRRee cc has appeared recursively at most iiss [[ SSmmpp ]] [[ ii ]] times [3.1]. If the value o

iiss [[ SSmmpp ]] [[ ii ]] is 00 , the filter is left unsimplified. If no value is given, it is taken by default as

n
II nn ff , and the filter is simplified until it no longer changes. If the value of iiss [[ SSmmpp ]] is a
umber or symbol, it is taken to apply to all filters.

SSee rr Filters in projections from ss are simplified from left to right even when parallel processing is

RRee cc

possible.

Arbitrary recursive appearances of ss as a projector are permitted [3.1].

PPrr The value of iiss [[ PP rr ]] is used as the printing format for ss and its projections.

TTrr aa cc ee

g FFmmtt , SS xx [10.1]

If the value of iiss [[ TTrr aa cc ee ]] is "true", then any projections from ss are printed before evalua-

g
tion. Any other values are applied as templates to projections from ss.

[10.10]

TT ii ee rr The projections ss [[ xx ]] [[ yy ]] and ss [[ xx ,, yy ]] are distinguished [2.3]; filters separated by commas
-

t
are used together in the extraction of parts specified by projections. Values assigned to projec
ions are represented by list entries with null projection indices containing the complete

FF ll aa tt

sequences of filters in the projections.

All projections from ss are flattened [7.7], so that ss is treated as an "associative n-ary function".

RRee oo rr

Assignments for projections are made as if ss carried the property TT ii ee rr .

Filters of projections from ss are placed in canonical order, by reordering them using permuta-

a
tion symmetries given as the value of iiss [[ RRee oo rr ]] [7.7]. Assignments for projections are made
s if ss carried the property TT ii ee rr .
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CCoommmm Equivalent to iiss [[ RRee oo rr ]] :: SS yymm [7.7]. Causes filters of projections from ss to be placed in

DDii ss tt

canonical order, so that ss represents a "commutative function".

iiff [[ DD ii ss tt ]] :: :: K K gg11,(hh11:gg11),(kk11:ff),(ppssppeecc11: II nn ff ) N N defines ff to be distributive over projections
.

T
from ggii appearing as its filters in positions specified by ppssppeeccii, yielding projections of hhii and kkii

he definitions are used as defaults in EExx [7.8].

PPoowwdd ii ss tt iiff [[ PPoowwdd ii ss tt ]] :: :: K K gg11,(hh11:PP ll uu ss ) N N defines projections of ff to be "power expandable" over

a
projections of hhii appearing as their first filters, and yielding projections from ggii. The definitions
re used as defaults in EExx [7.8].

LLdd ii ss tt Projections from ss are "distributed" over the entries of lists appearing as filters in projections

CCoonn ss tt

from ss [7.7].

ss is treated as a numerical constant for differentiation [9.4] and other purposes.

EExx tt rr The projector ff of a projection containing ss (as an isolated symbol or as a projector) in its

EExx tt ee

filters is replaced by a template given as the value of iiss [[ EExx tt rr ,, ff ]] (see below).

The value of iiss [[ EExx tt ee ]] is applied as a template to any projection whose filters involve ss (as
s

(
an isolated symbol or as a projector), and for whose projector ff no entry iiss [[ EExx tt rr ,, ff ]] exist
see below). EExx tt ee is also effective for entries in lists.

TTyyppee ss is treated as carrying the additional properties assigned to a symbol given as the value of

a
iiss [[ TTyy pp ee ]] . These additional properties are considered only if properties given directly for ss
re inadequate. Any number of TTyy pp ee indirection levels may be used.

FF ii ll ee The value of iiss [[ FF ii ll ee ]] is used as the default ffoorrmmaatt [A.6] entry in any ffiilleessppeecc for the file ss

t
[10.3]. iiss [[ FF ii ll ee ]] is reassigned automatically when ffoorrmmaatt is modified in a ffiilleessppeecc or when
he graphics code ggccooddee [A.6] is modified in an OOpp ee nn [10.3] projection.

s

All system-defined symbols carry the property TT ii ee rr .

syymmbbiiiiiiiiii ii :: pp or PPrr ss ee tt [[ ssyymmbb ,, pp ]]
is equivalent to iissyymmbb [[ pp ]] :: 11 and assigns the property pp to the symbol ssyymmbb.

iii or TTyy ss ee tt [[ ssyymmbb ,, sstt ]]itiiiiiiiii ii ssti bssyymmb
is equivalent to iissyymmbb [[ TTyy pp ee ]] :: :: sstt and assigns the symbol ssyymmbb to have the type of the symbol sstt.

d
p
Entries iiss [[ EExx tt rr ]] and iiss [[ EExx tt ee ]] in the property list of a symbol ss allow for "type extension". Standar
rojections may be replaced by special projections if some of their filters are of some special extended type.

Hence, for example, a product may be entered as a projection of MMuu ll tt , but is replaced by a projection of
PP ssmmuu ll tt if one or more of its filters is a power series (PP ss projection [9.5]). Projections reached by type

T

extension are usually not described separately in this document.

ype extension is carried out before any FF ll aa tt , CCoommmm, or RRee oo rr properties of the original operator are
used. Thus such properties must be specifically given to "relacement extensions" if they are desired.
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A

55.. RReellaattiioonnaall aanndd llooggiiccaall ooppeerraattiioonnss

n expression is treated as "false" if it is zero, and "true" if it is any non-zero number.

PP [[ eexxpprr ]]
yields 11 if eexxpprr is "true", and 00 otherwise.

The relational and logical projections described below yield 00 or 11 if their "truth" or "falsity" can be deter-

f
mined (by syntactic comparison or linear elimination of symbolic parameters); otherwise they yield simplified
orms of undetermined truth value. When only one filter is given, the relational projections defined below

h
s
yield as images that filter. When more than two filters are given, they yield the conjunction of results for eac
uccessive pair of filters; however, UUnn ee qq is an exception, yielding the conjunction of results for all possible

e

pairs of filters.

exxpprr11 == eexxpprr22 or EEqq [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ]]
<<CCoommmm>>

represents an equation asserting the equality of eexxpprr11 and eexxpprr22. Equations represented by EEqq projec-

g
tions are used in SS oo ll [9.3].

NNee qq [3.4]

eexxpprr11 ˜̃ == eexxpprr22 or UUnneeqq [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ]]
<<CCoommmm>>

asserts the inequality of eexxpprr11 and eexxpprr22. UUnn ee qq [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, . . . ]] asserts inequality of all the

e

eexxpprrii.

exxpprr11 >> eexxpprr22 or GGtt [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ]]
.

e

asserts that eexxpprr11 is numerically larger than eexxpprr22

exxpprr11 >>== eexxpprr22 or GGee [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ]]
.

e

asserts that eexxpprr11 is numerically larger than or equal to eexxpprr22

exxpprr11 << eexxpprr22
is equivalent to expr2 >> expr1.

eexxpprr11 <<== eexxpprr22
is equivalent to expr2 >>= expr1.

The assignment [3.2] e x p r 1 >> e x p r 2 : 1 defines the expression e x p r 1 to be greater than e x p r 2 .

I

The projection Ge tests for assignments of relevant Gt projections.

f # and ## represent special input forms for relational projections then expr1 # expr2 ## expr3 is converted

e
to ( expr1 # expr2 ) & ( expr2 ## expr3 ) [2.10]. However, combinations of the form expr1 ˜̃ = expr2 ˜̃ =
xpr3 ˜̃ = . . . are converted to ( expr1 ˜̃ = expr2 ) & ( expr2 ˜̃ = expr3 ) & ( expr1 ˜̃ = expr3 ) & . . . ,

asserting inequality of all the expri.

˜̃ eexxpprr or NNoo tt [[ eexxpprr ]]
yields "true" if eexxpprr is 00 and 00 if eexxpprr is "true".

]
<<
eexxpprr11 && eexxpprr22 && eexxpprr33 . . . or AAnndd [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, eexxpprr33 ,, . . . ]

CCoommmm,, FF ll aa tt>>
forms the conjunction of the eexxpprrii.

]
<<
eexxpprr11 e e eexxpprr22 e e eexxpprr33 . . . or OOrr [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, eexxpprr33 ,, . . . ]

CCoommmm,, FF ll aa tt>>
forms the inclusive disjunction of the eexxpprrii.

]
<<
eexxpprr11 e e e e eexxpprr22 e e e e eexxpprr33 . . . or XXoo rr [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, eexxpprr33 ,, . . . ]

CCoommmm,, FF ll aa tt>>
forms the exclusive disjunction of the eexxpprrii.
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eexxpprr11 ==>> eexxpprr22
or IImmpp [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ]]

represents the logical implication "if eexxpprr11 then eexxpprr22 ".

II ss [[ eexxpprr ]]
yields 11 if eexxpprr represents a logical tautology "true" regardless of the "truth" or "falsity" of any sym-

g
bols appearing in it, and yields 00 otherwise.

NNee qq [3.4]

g
g II ff [6.1]

II nn tt pp, eettcc. [7.6]

]OOrrdd [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ]
yields ++ 11 if ee xx pp rr 11 is lexically [10.5] ordered before ee xx pp rr 22 , -- 11 if eexxpprr11 is lexically ordered

g
after eexxpprr22, and 00 if they are literally equivalent [2.6].

RRee oo rr , SS oo rr tt [7.7]
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6

66.. CCoonnttrrooll ssttrruuccttuurreess

6..11 CCoonnddiittiioonnaall ssttaatteemmeennttss

]II ff [[ pprreedd ,, ((eexxpprr11 ::NNuu ll ll )) ,, ((eexxpprr22 ::NNuu ll ll )) ,, ((eexxpprr33 ::NNuu ll ll )) ]
yyiieellddss eexxpprr11 iiff tthhee pprreeddiiccaattee eexxpprreessssiioonn pprreedd iiss ddeetteerrmmiinneedd ttoo bbee ""ttrruuee"" [[55]];; eexxpprr22 iiff iitt iiss ddeetteerrmmiinneedd ttoo

--
tt
bbee ""ffaallssee"",, aanndd eexxpprr33 iiff iittss ttrruutthh oorr ffaallssiittyy ccaannnnoott bbee ddeetteerrmmiinneedd [[55]].. OOnnllyy tthhee eexxpprrii sseelleecctteedd bbyy eevvaalluuaa
iioonn ooff pprreedd iiss ssiimmpplliiffiieedd..

]SSee ll [[ pprreedd11 ,, eexxpprr11 ,, pprreedd22 ,, eexxpprr22 ,, .. .. .. ]
tteessttss pprreedd11,, pprreedd22,, .. .. .. iinn ttuurrnn,, sseelleeccttiinngg tthhee eexxpprrii aassssoocciiaatteedd wwiitthh tthhee ffiirrsstt oonnee ddeetteerrmmiinneedd ttoo bbee ""ttrruuee""

6

[[55]] ((NNuu ll ll iiff nnoonnee aarree ""ttrruuee"")).. OOnnllyy tthhee pprreeddii tteesstteedd aanndd tthhee eexxpprrii sseelleecctteedd aarree ssiimmpplliiffiieedd..

6..22 IItteerraattiioonn

]iiiiiii ,, ((nn :: 11)) ]i rRRpp tt [[ eexxppr
ssiimmpplliiffiieess eexxpprr nn ttiimmeess,, yyiieellddiinngg tthhee llaasstt vvaalluuee ffoouunndd..

iiiiiiiiiiiiiii :: 11)) ]]i diiiiiii ,, ((ppoossttccoonndi riiiiiiiiiiiii :: 11)) ,, eexxppri dLLoooopp [[ ((pprreeccoonnd
rreeppeeaatteeddllyy ssiimmpplliiffiieess pprreeccoonndd,, eexxpprr aanndd ppoossttccoonndd iinn ttuurrnn,, yyiieellddiinngg tthhee llaasstt vvaalluuee ooff eexxpprr ffoouunndd bbeeffoorree

F

pprreeccoonndd oorr ppoossttccoonndd cceeaasseess ttoo bbee ""ttrruuee"" [[55]]..

Foo rr [[ iinniittiiiiii ,, tteessttiiiiii ,, nneexxttiiiiiiii ,, eexxpprriiiiiiii ]]
ffiirrsstt ssiimmpplliiffiieess iinniitt,, aanndd tthheenn rreeppeeaatteeddllyy ssiimmpplliiffiieess eexxpprr aanndd nneexxtt iinn ttuurrnn uunnttiill tteesstt ffaaiillss ttoo bbee ""ttrruuee""

D

((aaccccoorrddiinngg ttoo tthhee sseeqquueennccee iinniitt <<tteesstt eexxpprr nneexxtt>>)),, yyiieellddiinngg tthhee llaasstt ffoorrmm ooff eexxpprr ffoouunndd..

Doo [[ vvaarriiiiii ,, ((ssttaarrtt :: 11)) ,, eenndd ,, ((sstteepp :: 11)) ,, eexxpprriiiiiiii ]]
ffiirrsstt sseettss vvaarr ttoo ssttaarrtt aanndd tthheenn rreeppeeaatteeddllyy eevvaalluuaatteess eexxpprr,, ssuucccceessssiivveellyy iinnccrreemmeennttiinngg tthhee vvaalluuee ooff vvaarr bbyy

gg
sstteepp uunnttiill iitt rreeaacchheess tthhee vvaalluuee eenndd ;; tthhee iimmaaggee iiss tthhee llaasstt ffoorrmm ooff eexxpprr ffoouunndd..

II nn cc ,, DDee cc [[33..22]]
]]

6

gg RRee tt ,, JJmmpp [[66..33

6..33 PPrroocceedduurreess aanndd ffllooww ccoonnttrrooll

]iiiiiiiii ]i niiiiiiiii ,, .. .. .. ,, eexxpprrni 2iiiiiiiii ,, eexxpprr2i 1iiiiiiiii oorr PPrr oo cc [[ eexxpprr1i niiiiiiiii ;; .. .. ..eexxpprrni 2iiiiiiiii ;; eexxpprr2i 1eexxpprr1
rreepprreesseennttss aa pprroocceedduurree iinn wwhhiicchh tthhee eexxpprreessssiioonnss eexxpprrii aarree ssiimmpplliiffiieedd iinn ttuurrnn,, yyiieellddiinngg ffiinnaallllyy tthhee vvaalluuee ooff

II

eexxpprrnn..

nn tthhee ffoorrmm eexxpprr11 ;; eexxpprr22 ;; .. .. .. ;; eexxpprrkk ;; tthhee llaasstt ffiilltteerr ooff PP rr oo cc iiss ttaakkeenn ttoo bbee NNuu ll ll [[11..11]]..

--
pp
TThhee uunnssiimmpplliiffiieedd ffoorrmm ooff eeaacchh eexxpprrii iiss mmaaiinnttaaiinneedd tthhrroouugghhoouutt tthhee eexxeeccuuttiioonn ooff aa PP rr oo cc ,, ssoo aass ttoo aallllooww rreessiimm
lliiffiiccaattiioonn iiff rreeqquuiirreedd bbyy aa ccoonnttrrooll ttrraannssffeerr..

UUnnlleessss ssppeecciiffiieedd ootthheerrwwiissee bbyy LLcc ll pprroojjeeccttiioonnss,, aallll eexxpprreessssiioonnss mmaayy bbee aacccceesssseedd aanndd aaffffeecctteedd iinn aannyy pprroo--

%

cceedduurree.. OObbjjeeccttss llooccaall ttoo aa pprroocceedduurree aarree ((ccff.. [[11..33]]))::

%%% TThhee llaasstt eexxpprreessssiioonn ((ootthheerr tthhaann NNuu ll ll [[22..22]])) ggeenneerraatteedd bbyy ssiimmpplliiffiiccaattiioonn ooff aa sseeggmmeenntt iinn tthhee pprroo--

%%II [[ ii ]]

cceedduurree..

TThhee iitthh ((uunnssiimmpplliiffiieedd)) sseeggmmeenntt..

%%OO[[ ii ]]

<<LLdd ii ss tt>>

TThhee vvaalluuee ooff tthhee iitthh sseeggmmeenntt..

%%TT[[ ii ]]

<<LLdd ii ss tt>>

TThhee aapppprrooxxiimmaattee ttiimmee ((iinn sseeccoonnddss [[AA..88]])) rreeqquuiirreedd ttoo ggeenneerraattee %%OO[[ ii ]] ..

GG

<<LLdd ii ss tt>>

ee tt [[ ]] iinniittiiaatteess aann iinntteerraaccttiivvee pprroocceedduurree,, tteerrmmiinnaatteedd bbyy ⊂⊂ iinnppuutt tteerrmmiinnaattiioonn cchhaarraacctteerr⊃⊃ [[11..55]] oorr aa RRee tt pprroo--
jjeeccttiioonn.. AA pprroommpptt %%II [[ ii ]] :: :: iiss ggiivveenn ffoorr tthhee iitthh iinnppuutt sseeggmmeenntt..
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iii ,, .. .. .. ]]i2iii ,, ss2i1LLcc ll [[ ss1
ddeeccllaarreess tthhee ssyymmbboollss ss11,, ss22,, ttoo bbee ""llooccaall vvaarriiaabblleess"" iinn tthhee ccuurrrreenntt PP rr oo cc ((aanndd aannyy nneesstteedd wwiitthhiinn iitt));; tthhee

LL

oorriiggiinnaall vvaalluueess aanndd pprrooppeerrttiieess ooff tthhee ssii aarree rreemmoovveedd,, ttoo bbee rreessttoorreedd uuppoonn eexxiitt ffrroomm tthhee PP rr oo cc ..

ooccaall vvaarriiaabblleess aarree ccoonnvveennttiioonnaallllyy ggiivveenn nnaammeess bbeeggiinnnniinngg wwiitthh tthhee cchhaarraacctteerr %% [[22..22]]..

L

LLcc ll mmaayy bbee uusseedd iinn iinntteerraaccttiivvee pprroocceedduurreess..

Lbb ll [[ eexxpprriiiiiiii ]]
rreepprreesseennttss aa ""llaabbeell"" wwiitthhiinn aa PP rr oo cc ;; iittss ""iiddeennttiiffiieerr"" eexxpprr iiss rreessiimmpplliiffiieedd wwhheenn aa JJmmpp mmiigghhtt ttrraannssffeerr

J

ccoonnttrrooll ttoo iittss ppoossiittiioonn..

Jmmpp [[ eexxpprr ]]
ccaauusseess ""ccoonnttrrooll"" ttoo bbee ""ttrraannssffeerrrreedd"" ttoo tthhee nneeaarreesstt llaabbeell wwhhiicchh mmaattcchheess LLbb ll [[ eexxpprr ]] .. TThhee ccuurrrreenntt

aa
PP rr oo cc aanndd tthheenn aannyy ssuucccceessssiivvee eenncclloossiinngg PP rr oo cc aarree ssccaannnneedd ttoo ffiinndd aa ssuuiittaabbllee LLbb ll .. AAfftteerr JJmmpp hhaass
cctteedd,, tthhee rreemmaaiinniinngg sseeggmmeennttss ooff tthhee PP rr oo cc ccoonnttaaiinniinngg tthhee LLbb ll aarree ((rree))ssiimmpplliiffiieedd.. FFoorr ppoossiittiivvee

ii
iinntteeggeerr nn,, JJmmpp [[ nn ]] ttrraannssffeerrss ccoonnttrrooll ttoo tthhee nntthh sseeggmmeenntt iinn tthhee ccuurrrreenntt pprroocceedduurree.. JJmmpp mmaayy bbee uusseedd iinn
nntteerraaccttiivvee pprroocceedduurreess:: iiff tthhee ssppeecciiffiieedd LLbb ll iiss nnoott pprreesseenntt,, iinnppuutt lliinneess aarree rreeaadd wwiitthhoouutt ssiimmpplliiffiiccaattiioonn

R

uunnttiill iitt iiss eennccoouunntteerreedd..

Ree tt [[ eexxpprr ,, ((nn :: 11)) ]]
eexxiittss aatt mmoosstt nn nneesstteedd ccoonnttrrooll ssttrruuccttuurreess,, yyiieellddiinngg eexxpprr aass tthhee vvaalluuee ooff tthhee oouutteerrmmoosstt oonnee.. RRee tt iiss

--
cc
eeffffeeccttiivvee iinn PP rr oo cc ,, RRpp tt ,, LLoo oo pp,, FFoo rr aanndd DDoo .. IItt mmaayy bbee uusseedd ttoo eexxiitt iinntteerraaccttiivvee ssuubbssiiddiiaarryy pprroo
eedduurreess.. RRee tt [[ eexxpprr ,, II nn ff ]] rreettuurrnnss ffrroomm aannyy nnuummbbeerr ooff nneesstteedd pprroocceedduurreess ttoo ssttaannddaarrdd iinnppuutt mmooddee..
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77.. SSttrruuccttuurraall ooppeerraattiioonnss

n

x

77..11 PPrroojjeeccttiioonn aanndd lliisstt ggeenneerraattiioon

x .. .. yy oorr SSeeqq [[ xx ,, yy ]]
yyiieellddss iiff ppoossssiibbllee aa nnuullll pprroojjeeccttiioonn [[22..33]] ccoonnssiissttiinngg ooff aa sseeqquueennccee ooff eexxpprreessssiioonnss wwhhoossee iinntteeggeerr ppaarraammee--

yy
tteerrss ffoorrmm lliinneeaarr pprrooggrreessssiioonnss bbeettwweeeenn tthhoossee iinn xx aanndd yy.. FFoorr ttwwoo iinntteeggeerrss mm aanndd nn ((wwiitthh nn >> mm)),, mm .. .. nn
iieellddss [[ mm ,, mm++ 11 ,, mm++ 22 ,, .. .. .. ,, nn -- 11 ,, nn ]] ..

ssSSiimmiillaarrllyy,, ff [[ mm11 ,, mm22 ]] .. .. ff [[ nn11 ,, nn22 ]] yyiieelldd
[[ ff [[ mm11 ,, mm22 ]] ,, ff [[ mm11++ 11 ,, mm22++ii ]] ,, ff [[ mm11++ 22 ,, mm22++ 22ii ]] ,, .. .. .. ,, ff [[ nn11 ,, nn22 ]] ]]

,,
aa
iiff ii == ((nn22--mm22))//((nn11--mm11)) iiss aann iinntteeggeerr.. OOnnllyy tthhee vvaalluueess ooff iinntteeggeerr ppaarraammeetteerrss mmaayy ddiiffffeerr bbeettwweeeenn xx aanndd yy
nndd aallll ssuucchh ddiiffffeerreenncceess mmuusstt bbee iinntteeggeerr mmuullttiipplleess ooff tthhee ssmmaalllleesstt..

iiiiiii :: 11)) ]]i tiiiiiii :: 11)) ,, ((vvccrriiti tiiiiiii :: EEqq)) ,, ((iiccrriiti pAArr [[ ssppeecc ,, ((tteemmp
ggeenneerraatteess aa lliisstt wwhhoossee eennttrriieess hhaavvee sseettss ooff iinnddiicceess wwiitthh rraannggeess ssppeecciiffiieedd bbyy ssppeecc,, aanndd wwhhoossee vvaalluueess aarree

ee
ll
oobbttaaiinneedd bbyy aapppplliiccaattiioonn ooff tthhee tteemmppllaattee tteemmpp ttoo tthheessee iinnddiicceess.. SSeeqquueenncceess ooff iinnddiicceess aatt eeaacchh lleevveell iinn tthh
iisstt aarree ddeeffiinneedd bbyy

nn 11 ,, 22 ,, .. .. .. ,, nn

{{ss ,, ee ,, ((ii::11))}} ss ,, ss ++ ii ,, ss ++ 22ii ,, .. .. .. ,, ss ++ kk**ii wwhheerree kk iiss tthhee llaarrggeesstt iinntteeggeerr ssuucchh tthhaatt ss ++
kk**ii iiss nnoott ggrreeaatteerr tthhaann ee..

..

aa

{{ {{xx11 ,, xx22 ,, .. .. ..}} }} xx11,, xx22,, .. ..

nndd ccoolllleecctteedd iinnttoo aa ccoommpplleettee ssppeecciiffiiccaattiioonn {{ssppeecc11 ,, ssppeecc22 ,, .. .. ..}}.. FFoorr aa ccoonnttiigguuoouuss [[22..44]] lliisstt wwiitthh oonnee
tt

ww
lleevveell,, ssppeecc mmaayy bbee ggiivveenn aass nn.. EEnnttrriieess wwiitthh sseettss ooff iinnddiicceess oonn wwhhiicchh aapppplliiccaattiioonn ooff tthhee tteemmppllaattee iiccrrii

oouulldd yyiieelldd 00 aarree oommiitttteedd.. EEnnttrriieess wwhhoossee vvaalluueess wwoouulldd yyiieelldd 00 oonn aapppplliiccaattiioonn ooff tthhee tteemmppllaattee vvccrriitt

gg
aarree aallssoo oommiitttteedd..

OOuu tt ee rr [[99..66]]

R

gg DD iimm [[77..44]]

Reepp ll [[ eexxpprr ,, ((nn :: 11)) ]]
yyiieellddss aa nnuullll pprroojjeeccttiioonn [[22..33]] ccoonnttaaiinniinngg nn rreepplliiccaattiioonnss ooff eexxpprr..

LL ii ss tt [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, .. .. .. ]]
yyiieellddss tthhee ccoonnttiigguuoouuss lliisstt {{eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, .. .. ..}}..

A

77..22 TTeemmppllaattee aapppplliiccaattiioonn

App [[ tteemmppiiiiiiii ,, {{eexxpprr11 ,, ((eexxpprr22 ,, .. .. ..))}} ]]
..

A

aapppplliieess tthhee tteemmppllaattee tteemmpp ttoo tthhee eexxpprrii [[22..77]]

Att [[ tteemmppiiiiiiii ,, eexxpprr ,, ((ppaarrttssppeecc :: LL[[ eexxpprr ]] )) ]]
yyiieellddss tthhee eexxpprreessssiioonn oobbttaaiinneedd ffrroomm eexxpprr bbyy aappppllyyiinngg ((iiff ppoossssiibbllee)) tthhee tteemmppllaattee tteemmpp ttoo ppaarrttss ssppeecciiffiieedd bbyy

rr
oo
ppaarrttssppeecc.. ppaarrttssppeecc mmaayy ccoonnssiisstt ooff aa lliisstt ggiivviinngg tthhee ffiilltteerrss nneecceessssaarryy ttoo sseelleecctt aa ppaarrttiiccuullaarr ppaarrtt ooff eexxpprr,, oo
ff aa lliisstt ooff ssuucchh lliissttss,, rreepprreesseennttiinngg aa sseeqquueennccee ooff ppaarrttss.. TThhee tteemmppllaattee iiss aapppplliieedd iinn ttuurrnn ttoo eeaacchh ssppeecciiffiieedd

yy
dd
ppaarrtt;; ffoorr oovveerrllaappppiinngg ppaarrtt ssppeecciiffiiccaattiioonnss iitt iiss aapppplliieedd ffiirrsstt ttoo tthhee ddeeeeppeesstt ppaarrttss.. ppaarrttssppeecc iiss oobbttaaiinneedd bb
eeffaauulltt bbyy ggrraapphhiiccaall ppaarrtt sseelleeccttiioonn iinn eexxpprr uussiinngg LL [[1100..44]]..

]iiiiiiiii ::NNuu ll ll )) ,, ((mmaaxx :: II nn ff )) ]i piiiiiiiiiiiii :: 11)) ,, ((lltteemmpi tiiiiiii ,, eexxpprr ,, ((lleevvssppeecc :: 11)) ,, ((ddoommccrriiti pMMaapp [[ tteemmp
yyiieellddss tthhee eexxpprreessssiioonn oobbttaaiinneedd bbyy rreeccuurrssiivveellyy aappppllyyiinngg tthhee tteemmppllaattee tteemmpp aatt mmoosstt mmaaxx ttiimmeess ttoo tthhee ppaarrttss

aa
ooff eexxpprr iinn tthhee ddoommaaiinn ssppeecciiffiieedd bbyy lleevvssppeecc aanndd ddoommccrriitt [[22..55]].. AAnnyy nnoonn--NNuu ll ll rreessuulltt oobbttaaiinneedd bbyy
ppppllyyiinngg tthhee tteemmppllaattee lltteemmpp ttoo tthhee ((ppoossiittiivvee oorr nneeggaattiivvee)) iinntteeggeerr ssppeecciiffyyiinngg tthhee lleevveell iinn eexxpprr rreeaacchheedd iiss

uusseedd aass aa sseeccoonndd eexxpprreessssiioonn oonn wwhhiicchh ttoo aappppllyy tteemmpp..
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e

77..33 PPaarrtt eexxttrraaccttiioonn aanndd rreemmoovvaall

exxpprriiiiiiii [[ ffiilltt11 ,, ffiilltt22 ,, .. .. .. ]] oorr PPrr oo jj [[ eexxpprr ,, {{ffiilltt11 ,, ffiilltt22 ,, .. .. ..}} ]]
..

P

eexxttrraaccttss tthhee ppaarrtt ooff eexxpprr ssppeecciiffiieedd bbyy ssuucccceessssiivvee pprroojjeeccttiioonnss wwiitthh tthhee ffiilltteerrss ffiilltt11,, ffiilltt22,, .. .. .. [[22..33]]

Poo ss [[ KK ffoorrmm11 NN ,, eexxpprr ,, ((tteemmppiiiiiiii :: LL ii ss tt )) ,, ((lleevv :: II nn ff )) ,, ((mmaaxx :: II nn ff )) ]]
--

tt
ggiivveess aa lliisstt ooff tthhee rreessuullttss oobbttaaiinneedd bbyy aappppllyyiinngg tthhee tteemmppllaattee tteemmpp ttoo sseettss ooff ffiilltteerrss ssppeecciiffyyiinngg tthhee ppoossii
iioonnss ooff ((aatt mmoosstt mmaaxx)) ooccccuurrrreenncceess ooff ppaarrttss iinn eexxpprr ((aatt oorr bbeellooww lleevveell lleevv [[22..55]])) mmaattcchhiinngg aannyy ooff tthhee

gg
ffoorrmmii..

II nn [[77..55]]

]EE ll eemm[[ eexxpprr ,, {{nn11 ,, nn22 ,, .. .. ..}} ]
eexxttrraaccttss ssuucccceessssiivveellyy tthhee nniitthh vvaalluueess iinn tthhee lliisstt eexxpprr,, iirrrreessppeeccttiivvee ooff tthheeiirr iinnddiicceess..

LLaa ss tt [[ lliisstt ]]
yyiieellddss tthhee vvaalluuee ooff tthhee llaasstt eennttrryy iinn lliisstt..

II nndd [[ lliisstt ,, nn ]]
yyiieellddss tthhee iinnddeexx ooff tthhee nntthh eennttrryy iinn lliisstt..

DDii ss [[ eexxpprr ,, ((lleevv :: 11)) ]]
yyiieellddss aa lliisstt iinn wwhhiicchh aallll pprroojjeeccttiioonnss iinn eexxpprr ((bbeellooww lleevveell lleevv)) aarree ""ddiissaasssseemmbblleedd"" iinnttoo lliissttss wwiitthh tthhee ssaammee

A

ppaarrttss..

Ass [[ eexxpprr ,, ((lleevv :: 11)) ]]
yyiieellddss aann eexxpprreessssiioonn iinn wwhhiicchh aannyy ssuuiittaabbllee lliissttss ((aatt oorr bbeellooww lleevveell lleevv)) iinn eexxpprr aarree ""aasssseemmbblleedd"" iinnttoo pprroo--

D

jjeeccttiioonnss wwiitthh tthhee ssaammee ppaarrttss..

Dee ll [[ ffoorrmm ,, eexxpprr ,, ((lleevv :: II nn ff )) ,, ((nn :: II nn ff )) ]]
yyiieellddss aann eexxpprreessssiioonn iinn wwhhiicchh ((aatt mmoosstt nn)) ppaarrttss mmaattcchhiinngg ffoorrmm ((aanndd aappppeeaarriinngg aatt oorr bbeellooww lleevveell lleevv)) iinn

gg
eexxpprr hhaavvee bbeeeenn ddeelleetteedd..

SS ee tt [[33..22]]

77..44 SSttrruuccttuurree ddeetteerrmmiinnaattiioonn

TTrr ee ee [[ eexxpprr ,, ((nnlleevv :: 11)) ]]
yyiieellddss aa lliisstt ooff ssuucccceessssiivvee rreeppllaacceemmeennttss ssppeecciiffyyiinngg tthhee ccoonnssttrruuccttiioonn ooff eexxpprr ffrroomm iittss lleevveell --nnlleevv ppaarrttss..

L

gg DD ii ss [[77..33]]

Leenn [[ eexxpprr ]]
tthhee nnuummbbeerr ooff ffiilltteerrss oorr eennttrriieess iinn aa pprroojjeeccttiioonn oorr lliisstt eexxpprr,, aanndd 00 ffoorr aa ssyymmbbooll eexxpprr.. ((TThhee ""lleennggtthh"" ooff

D

eexxpprr))..

Deepp [[ eexxpprr ]]
tthhee mmaaxxiimmuumm nnuummbbeerr ooff ffiilltteerrss nneecceessssaarryy ttoo ssppeecciiffyy aannyy ppaarrtt ooff eexxpprr.. ((TThhee ""ddeepptthh"" ooff eexxpprr [[22..55]]))..

D

YYiieellddss II nn ff ffoorr aa ""ssttaattiicc rreeccuurrssiivvee"" eexxpprreessssiioonn [[33..11]]..

Diimm[[ lliisstt ,, ((lllleevv :: II nn ff )) ]]
ggiivveess tthhee rraannggeess ooff ccoonnttiigguuoouuss iinnddiicceess aatt oorr bbeellooww lleevveell lllleevv iinn lliisstt ((iinn tthhee ffoorrmm uusseedd bbyy AArr [[77..11]]))..

HHaa ss hh [[ eexxpprr ,, ((nn :: 22 ˆ̂ 1155)) ]]
aa ppoossiittiivvee iinntteeggeerr lleessss tthhaann nn wwhhiicchh pprroovviiddeess aann aallmmoosstt uunniiqquuee ""hhaasshh ccooddee"" ffoorr eexxpprr..
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7..55 CCoonntteenntt ddeetteerrmmiinnaattiioonn

II nn [[ KK ffoorrmm11 NN ,, eexxpprr ,, ((lleevv :: II nn ff )) ]]
yyiieellddss 11 iiff aa ppaarrtt mmaattcchhiinngg aannyy ooff tthhee ffoorrmmii ooccccuurrss iinn eexxpprr aatt oorr bbeellooww lleevveell lleevv,, aanndd 00 ootthheerrwwiissee..

iiiii :: 11)) ]]i tCCoonn tt [[ ((eexxpprr :: ((aallll ssyymmbboollss)))) ,, ((ccrriit
yyiieellddss aa hheelldd oorrddeerreedd lliisstt ooff tthhee ssyymmbboollss iinn eexxpprr oonn wwhhiicchh aapppplliiccaattiioonn ooff tthhee tteemmppllaattee ccrriitt ddooeess nnoott yyiieelldd

7

00 ((ddeeffaauulltt iiss ttoo oommiitt ssyymmbboollss aappppeeaarriinngg aass pprroojjeeccttoorrss))..

7..66 CChhaarraacctteerr ddeetteerrmmiinnaattiioonn

TThhee ffoolllloowwiinngg pprroojjeeccttiioonnss yyiieelldd 11 iiff eexxpprr iiss ddeetteerrmmiinneedd ttoo bbee ooff tthhee ssppeecciiffiieedd cchhaarraacctteerr,, aanndd 00 ootthheerrwwiissee..

dd
TThhee ddeetteerrmmiinnaattiioonn iinncclluuddeess uussee ooff aannyy aassssiiggnnmmeennttss mmaaddee ffoorr tthhee tteessttiinngg pprroojjeeccttiioonn;; II nn tt pp [[ xx ]] :: 11 tthhuuss
eeffiinneess xx ttoo bbee aann iinntteeggeerr..

SSyymmbbpp [[ eexxpprr ]] SSiinnggllee ssyymmbbooll..

NNuummbbpp [[ eexxpprr ]] RReeaall oorr ccoommpplleexx nnuummbbeerr..

RRee aa ll pp [[ eexxpprr ]] RReeaall nnuummbbeerr..

IImmaaggpp [[ eexxpprr ]] PPuurreellyy iimmaaggiinnaarryy nnuummbbeerr..

II nn tt pp [[ eexxpprr ]] IInntteeggeerr..

NNaa tt pp [[ eexxpprr ]] NNaattuurraall nnuummbbeerr ((ppoossiittiivvee iinntteeggeerr))..

EEvv eennpp [[ eexxpprr ]] EEvveenn iinntteeggeerr..

OOddddpp [[ eexxpprr ]] OOdddd iinntteeggeerr..

]RRaa tt pp [[ eexxpprr ,, ((mmaaxxddeenn :: 11** ˆ̂ 55)) ,, ((aacccc :: 11** ˆ̂ -- 1122)) ]
RRaattiioonnaall nnuummbbeerr ((ttoo wwiitthhiinn aaccccuurraaccyy aacccc)) wwiitthh ddeennoommiinnaattoorr nnoott ggrreeaatteerr tthhaann mmaaxxddeenn..

PPrr oo jj pp [[ eexxpprr ]] PPrroojjeeccttiioonn..

LL ii ss tt pp [[ eexxpprr ]] LLiisstt..

CCoonn tt pp [[ eexxpprr ,, ((lleevv :: II nn ff )) ]]
LLiisstt oorr lliisstt ooff lliissttss ccoonnttiigguuoouuss [[22..44]] ttoo aatt lleeaasstt lleevveell lleevv..

FFuu ll ll pp [[ eexxpprr ,, ((lleevv :: II nn ff )) ]]
""FFuullll"" lliisstt wwhhoossee iinnddiicceess ((aanndd tthhoossee ooff iittss ssuubblliissttss aatt oorr bbeellooww lleevveell lleevv )) aarree ""ccoonnttiigguu--

""
oouuss"" aanndd hhaavvee rraannggeess iinnddeeppeennddeenntt ooff tthhee vvaalluueess ooff aannyy ootthheerr iinnddiicceess ((ssoo tthhaatt tthhee lliisstt iiss
rreeccttaanngguullaarr""))..

VVaa ll pp [[ eexxpprr ]] VVaalluuee ootthheerr tthhaann NNuu ll ll ..

HHee ll ddpp [[ eexxpprr ]] ""HHeelldd"" eexxpprreessssiioonn [[33..55]]..

PPoo ll yypp [[ eexxpprr ,, (( KK ffoorrmm11 NN )) ]]
PPoollyynnoommiiaall iinn ""bbaasseess"" mmaattcchhiinngg ffoorrmmii [[99..11]]..

C

77..77 LLiisstt aanndd pprroojjeeccttiioonn mmaanniippuullaattiioonn

Caa tt [[ lliisstt11 ,, lliisstt22 ,, .. .. .. ]]
<<FF ll aa tt>>

yyiieellddss aa ccoonnttiigguuoouuss lliisstt [[22..44]] oobbttaaiinneedd bbyy ccoonnccaatteennaattiinngg tthhee eennttrriieess iinn lliisstt11,, lliisstt22,, .. .. .. .. CCaa tt [[ lliisstt ]]

S

rreennddeerrss tthhee iinnddiicceess ooff eennttrriieess iinn lliisstt ccoonnttiigguuoouuss,, wwiitthhoouutt aaffffeeccttiinngg tthheeiirr vvaalluueess..

Soo rr tt [[ lliisstt ,, ((ccaarrddiiiiiiii ::NNuu ll ll )) ,, ((oorrddiiiiii ::OOrrdd)) ]]
yyiieellddss aa lliisstt vv oobbttaaiinneedd bbyy ssoorrttiinngg tthhee ttoopp--lleevveell eennttrriieess iinn lliisstt ssoo tthhaatt eeiitthheerr tthhee eexxpprreessssiioonnss

rr
AA
AApp [[ ccaarrdd ,, {{EE ll eemm[[ vv ,, {{ii}} ]] ]] aarree iinn ccaannoonniiccaall oorrddeerr ((ffoorr iinnccrreeaassiinngg ii)),, oo

pp [[ oorrdd ,, {{EE ll eemm[[ vv ,, {{ii}} ]] ,, EE ll eemm[[ vv ,, {{jj}} ]] }} ]] iiss nnoonn--nneeggaattiivvee ffoorr ii << jj aanndd iiss nnoonn--ppoossiittiivvee ffoorr ii >> jj..

CCyy cc [[ eexxpprr ,, ((nn :: 11)) ]]
ggiivveess aa lliisstt oorr pprroojjeeccttiioonn oobbttaaiinneedd bbyy ccyycclliinngg eennttrriieess oorr ffiilltteerrss iinn eexxpprr ttoo tthhee lleefftt bbyy nn ppoossiittiioonnss wwiitthh
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rreessppeecctt ttoo tthheeiirr ffiirrsstt iinnddeexx..

RRee vv [[ eexxpprr ]]
yyiieellddss aa lliisstt oorr pprroojjeeccttiioonn oobbttaaiinneedd ffrroomm eexxpprr bbyy rreevveerrssiinngg tthhee oorrddeerr ooff eennttrriieess oorr ffiilltteerrss wwiitthh rreessppeecctt ttoo

R

tthheeiirr ffiirrsstt iinnddeexx..

Ree oo rr [[ eexxpprr ,, ((ff :: eexxpprr [[ 00 ]] )) ,, ((rreeoorrdd :: SSyymm)) ]]
ppllaacceess ffiilltteerrss ooff pprroojjeeccttiioonnss ffrroomm ff iinn eexxpprr iinn ccaannoonniiccaall oorrddeerr uussiinngg tthhee rreeoorrddeerriinngg ((ppeerrmmuuttaattiioonn)) ssyymm--

aa
mmeettrriieess ssppeecciiffiieedd bbyy rreeoorrdd.. SSyymmmmeettrriieess aarree rreepprreesseenntteedd bbyy tthhee ffoolllloowwiinngg ccooddeess ((oorr lliissttss ooff ssuucchh ccooddeess
pppplliieedd iinn tthhee oorrddeerr ggiivveenn))::

S ym CCoommpplleetteellyy ssyymmmmeettrriicc uunnddeerr iinntteerrcchhaannggee ooff aallll ffiilltteerrss..

As ym CCoommpplleetteellyy aannttiissyymmmmeettrriicc..

Cy c l i c

gg S i g [[99..66]]

CCoommpplleetteellyy ccyycclliicc..

S ym[ i1 , i2 , .. .. .. ] SSyymmmmeettrriicc wwiitthh rreessppeecctt ttoo iinntteerrcchhaannggeess ooff ffiilltteerrss i1,, i2,, .. .. .. ..

As ym[ i1 , i2 , .. .. .. ] AAnnttiissyymmmmeettrriicc wwiitthh rreessppeecctt ttoo iinntteerrcchhaannggeess ooff ffiilltteerrss i1,, i2,, .. .. .. ..

Cy c l i c [ i1 , i2 , .. .. .. ] SSyymmmmeettrriicc uunnddeerr ccyycclliicc iinntteerrcchhaannggee ooff ffiilltteerrss i1,, i2,, .. .. .. ..

Gr e o r [ {{perm1 , ((wt1 :: 1))}} , {{perm2 , ((wt2 :: 1))}} , .. .. .. ]
PPrroojjeeccttiioonnss aarree mmuullttiipplliieedd bbyy tthhee wweeiigghhttss oobbttaaiinneedd bbyy aapppplliiccaattiioonn ooff wti ttoo

PP

tthheemm wwhheenn tthheeiirr ffiilltteerrss aarree ppeerrmmuutteedd ssoo tthhaatt tthhee jtthh bbeeccoommeess tthhee permi [ j ] tthh..

rroojjeeccttiioonnss ffrroomm aa ssyymmbbooll f aarree aauuttoommaattiiccaallllyy rreeoorrddeerreedd aaccccoorrddiinngg ttoo aannyy ppeerrmmuuttaattiioonn ssyymmmmeettrriieess ggiivveenn

gg

((uussiinngg tthhee aabboovvee ccooddeess)) aass tthhee vvaalluuee ooff tthhee pprrooppeerrttyy iif [ Re o r ] [[44]]..

Comm [[44]]

LLdd ii ss tt [[ eexxpprr ,, ((ff :: eexxpprr [[ 00 ]] )) ,, ((lleevvssppeecc :: II nn ff )) ,, ((ddoommccrriitt :: 11)) ,, ((mmaaxx :: 11)) ]]
ss

aa
""ddiissttrriibbuutteess"" pprroojjeeccttiioonnss ffrroomm ff iinn tthhee ddoommaaiinn ooff eexxpprr ssppeecciiffiieedd bbyy lleevvssppeecc aanndd ddoommccrriitt oovveerr lliisstt
ppppeeaarriinngg aass tthheeiirr ffiilltteerrss,, mmaakkiinngg aatt mmoosstt mmaaxx ppaasssseess tthhrroouugghh eexxpprr..

ss
{
ff [[ {{ [[ ii 11 ]] :: vv 11 11 ,, [[ ii 22 ]] :: vv 11 22 ,, .. .. }} ,, {{ [[ ii 11 ]] :: vv 22 11 ,, [[ ii 22 ]] :: vv 22 22 ,, .. .. }} ,, aa ,, .. .. ]] bbeeccoommee
{ [[ ii 11 ]] :: ff [[ vv 11 11 ,, vv 22 11 ,, aa ,, .. .. ]] ,, [[ ii 22 ]] :: ff [[ vv 11 22 ,, vv 22 22 ,, aa ,, .. .. ]] ,, .. .. }} wwhheerree aa iiss nnoott aa lliisstt..

ss
aa
PPrroojjeeccttiioonnss ffrroomm ssyymmbboollss ccaarrrryyiinngg tthhee pprrooppeerrttyy LLdd ii ss tt [[44]] aarree aauuttoommaattiiccaallllyy ddiissttrriibbuutteedd oovveerr lliisstt
ppppeeaarriinngg aass tthheeiirr ffiilltteerrss..

FF ll aa tt [[ eexxpprr ,, ((lleevvssppeecc :: II nn ff )) ,, ((ff::eexxpprr [[ 00 ]] oorr LL ii ss tt )) ,, ((ddoommccrriittiiiiiiiiiiiiii :: 11)) ]]
tt

[[
""ffllaatttteennss"" nneesstteedd pprroojjeeccttiioonnss ffrroomm ff oorr lliissttss iinn eexxpprr iinn tthhee ddoommaaiinn ssppeecciiffiieedd bbyy lleevvssppeecc aanndd ddoommccrrii
22..55]].. ff pprroojjeeccttiioonnss aappppeeaarriinngg aass ffiilltteerrss wwiitthhiinn ff pprroojjeeccttiioonnss aarree rreeppllaacceedd bbyy nnuullll pprroojjeeccttiioonnss [[22..33]].. SSuubb--

PP

lliissttss iinn lliissttss aarree ""uunnrraavveelleedd"".. IInnddiicceess iinn ffllaatttteenneedd lliissttss aarree ccoonnttiigguuoouuss [[22..44]]..

rroojjeeccttiioonnss ffrroomm ssyymmbboollss ccaarrrryyiinngg tthhee pprrooppeerrttyy FF ll aa tt [[44]] aarree aauuttoommaattiiccaallllyy ""ffllaatttteenneedd""..

TT ii ee rr [[ lliisstt ]]
ggeenneerraatteess aa ssiinnggllee lleevveell lliisstt iinn wwhhiicchh tthhee ccoommpplleettee sseeqquueennccee ooff iinnddiicceess ssppeecciiffyyiinngg eeaacchh eexxpprreessssiioonn iinn lliisstt

AA

aappppeeaarr iinn nnuullll pprroojjeeccttiioonnss..

ssssiiggnnmmeennttss ffoorr pprroojjeeccttiioonnss ffrroomm ssyymmbboollss ccaarrrryyiinngg tthhee pprrooppeerrttyy TT ii ee rr aauuttoommaattiiccaallllyy ggeenneerraattee lliissttss wwiitthh

U

aa ssiinnggllee lleevveell iinn wwhhiicchh tthhee ffiilltteerrss ooff tthhee pprroojjeeccttiioonnss aappppeeaarr iinn iinnddiicceess aass nnuullll pprroojjeeccttiioonnss [[22..33]]..

Unn ii oonn [[ lliisstt11 ,, lliisstt22 ,, .. .. .. ]]
<<CCoommmm,, FF ll aa tt>>

yyiieellddss aa ssoorrtteedd ccoonnttiigguuoouuss [[22..44]] lliisstt ooff aallll eennttrriieess aappppeeaarriinngg iinn lliisstt11,, lliisstt22,, .. .. .. ..

<<
II nn tt ee rr [[ lliisstt11 ,, lliisstt22 ,, .. .. .. ]]
CCoommmm,, FF ll aa tt>>

yyiieellddss aa ssoorrtteedd ccoonnttiigguuoouuss [[22..44]] lliisstt ooff tthhee eennttrriieess ccoommmmoonn ttoo lliisstt11,, lliisstt22,, .. .. .. ..
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7..88 DDiissttrriibbuuttiioonn aanndd eexxppaannssiioonn

]iiiiiiiiiiiii :: 11)) ]i tEExx [[ eexxpprr ,, ((ddlliisstt)) ,, ((nnddlliisstt :: {{ }})) ,, ((rrpptt :: II nn ff )) ,, ((lleevvssppeecc :: II nn ff )) ,, ((ddoommccrriit
""eexxppaannddss"" eexxpprr iinn tthhee ddoommaaiinn ssppeecciiffiieedd bbyy lleevvccrriitt aanndd ddoommccrriitt [[22..55]] uussiinngg ddiissttrriibbuuttiivvee rreeppllaacceemmeennttss ffoorr

tt
tt
pprroojjeeccttiioonnss ssppeecciiffiieedd iinn ddlliisstt bbuutt nnoott iinn nnddlliisstt,, ppeerrffoorrmmiinngg rreeppllaacceemmeennttss oonn aa ppaarrttiiccuullaarr lleevveell aatt mmoosstt rrpp
iimmeess.. TThhee ddeeffaauulltt rreeppllaacceemmeennttss iinn ddlliisstt aarree ssttaannddaarrdd mmaatthheemmaattiiccaall rreessuullttss ffoorr MMuu ll tt ,, DD ii vv ,, DDoo tt ,,

PP
PPooww,, EExx pp,, LLoo gg ,, aanndd tthheeiirr eexxtteennssiioonnss [[44]],, ttooggeetthheerr wwiitthh aannyy rreeppllaacceemmeennttss ddeeffiinneedd bbyy DD ii ss tt oorr

oowwdd ii ss tt pprrooppeerrttiieess [[44]]..

DDii ss tt [[ eexxpprr ,, KK {{ff11 ,, gg11 ,, ((((hh11 :: gg11)) ,, ((kk11 :: ff11)))) ,, ((ppssppeecc11 :: II nn ff ))}} NN ,,
iiiiiiiiiiiii :: 11)) ]]i t

dd
((rrpptt :: II nn ff )) ,, ((lleevvssppeecc :: II nn ff )) ,, ((ddoommccrriit

iissttrriibbuutteess ooccccuurrrreenncceess ooff tthhee pprroojjeeccttoorrss ffii iinn eexxpprr ((iinn tthhee ddoommaaiinn ssppeecciiffiieedd bbyy lleevvssppeecc aanndd ddoommccrriitt [[22..55]]))

pp
oovveerr pprroojjeeccttiioonnss ffrroomm ggii aappppeeaarriinngg aass tthheeiirr ffiilltteerrss,, yyiieellddiinngg pprroojjeeccttiioonnss ooff hhii aanndd kkii.. DDiissttrriibbuuttiioonnss oonn aa
aarrttiiccuullaarr lleevveell aarree ppeerrffoorrmmeedd aatt mmoosstt rrpptt ttiimmeess.. AA ddiissttrriibbuuttiioonn ssppeecciiffiieedd bbyy {{ff ,, gg ,, hh ,, kk ,, ppssppeecc}}

ff
ccoorrrreessppoonnddss ttoo tthhee rreeppllaacceemmeenntt
[[ $$ $$ 11 ,, gg [[ xx11 ,, xx22 ,, .. .. .. ]] ,, $$ $$ 22 ]] -- >>

..

TT

hh [[ kk [[ $$ $$ 11 ,, xx11 ,, $$ $$ 22 ]] ,, kk [[ $$ $$ 11 ,, xx22 ,, $$ $$ 22 ]] ,, .. .. .. ]]

hhee ppoossssiibbllee ppoossiittiioonnss aatt wwhhiicchh tthhee gg pprroojjeeccttiioonn mmaayy aappppeeaarr iinn ff aarree ssppeecciiffiieedd bbyy ppssppeecc aaccccoorrddiinngg ttoo

ii 11 tthhrroouugghh ii..

{{ ii }} ii oonnllyy..

..

{

{{ii ,, jj}} ii tthhrroouugghh jj

{ii ,, jj ,, ppccrriitt}} ii tthhrroouugghh jj aanndd ssuucchh tthhaatt aapppplliiccaattiioonn ooff tthhee tteemmppllaattee ppccrriitt yyiieellddss ""ttrruuee""..

PPoowwdd ii ss tt [[ eexxpprr ,, KK {{ffppooww11 ,, ffmmuulltt11 ,, ((ffpplluuss11 :: PP ll uu ss ))}} NN ,, ((rrpptt :: II nn ff )) ,, ((lleevvssppeecc :: II nn ff )) ,,
((ddoommccrriittiiiiiiiiiiiiii :: 11)) ]]

ppeerrffoorrmmss aa ""ppoowweerr eexxppaannssiioonn"" oonn pprroojjeeccttiioonnss ffrroomm ffppoowwii aappppeeaarriinngg iinn eexxpprr ((iinn tthhee ddoommaaiinn ssppeecciiffiieedd bbyy
ss

ff
lleevvssppeecc aanndd ddoommccrriitt)) oovveerr pprroojjeeccttiioonnss ffrroomm ffpplluuss aappppeeaarriinngg aass tthheeiirr ffiirrsstt ffiilltteerrss,, aanndd yyiieellddiinngg pprroojjeeccttiioonn
rroomm ffmmuulltt.. EExxppaannssiioonnss oonn aa ppaarrttiiccuullaarr lleevveell aarree ppeerrffoorrmmeedd aatt mmoosstt rrpptt ttiimmeess.. AA ppoowweerr eexxppaannssiioonn ssppeeccii--

ffiieedd bbyy {{ffppooww ,, ffmmuulltt ,, ffpplluuss}} ccoorrrreessppoonnddss ttoo tthhee rreeppllaacceemmeenntt ffppooww [[ ffpplluuss [[ $$ $$ 11 ]] ,, $$ nnii==NNaa tt pp [[ $$ nn ]] ]]
-- >> ffmmuulltt [[ RRee pp ll [[ ffpplluuss [[ $$ $$ 11 ]] ,, $$ nn ]] ffoolllloowweedd bbyy eexxppaannssiioonn ooff tthhee rreessuulltt..

7

gg LLdd ii ss tt [[44,,77..77]]

7..99 RRaattiioonnaall eexxpprreessssiioonn mmaanniippuullaattiioonn aanndd ssiimmpplliiffiiccaattiioonn

NNcc [[ eexxpprr ]]
ggiivveess tthhee oovveerraallll nnuummeerriiccaall ccooeeffffiicciieenntt ooff eexxpprr..

C

gg [[22..55]]

Coo ee ff [[ tteerrmm ,, eexxpprr ,, ((tteemmppiiiiiiii :: PP ll uu ss )) ]]
yyiieellddss tthhee rreessuulltt ooff aappppllyyiinngg tteemmpp ttoo tthhee sseett ooff ccooeeffffiicciieennttss ooff tteerrmm iinn eexxpprr..

iiiiiii ::MMaaxx)) ]]i pEExxpp tt [[ ffoorrmm ,, eexxpprr ,, ((tteemmp
yyiieellddss tthhee rreessuulltt ooff aappppllyyiinngg tteemmpp ttoo tthhee sseett ooff eexxppoonneennttss ffoorr ffoorrmm iinn eexxpprr..

NNuumm[[ eexxpprr ]]
nnuummeerraattoorr ooff eexxpprr..

DDeenn [[ eexxpprr ]]
ddeennoommiinnaattoorr ooff eexxpprr..

RRaa tt [[ eexxpprr ,, ((ccrriittiiiiii :: 11)) ,, ((lleevvssppeecc :: II nn ff )) ,, ((rrpptt :: II nn ff )) ,, ((ddoommccrriittiiiiiiiiiiiiii :: 11)) ]]
tt

[[
ccoommbbiinneess oovveerr aa ccoommmmoonn ddeennoommiinnaattoorr tteerrmmss iinn tthhee ddoommaaiinn ooff eexxpprr ssppeecciiffiieedd bbyy lleevvssppeecc aanndd ddoommccrrii
22..55]],, aanndd oonn wwhhiicchh aapppplliiccaattiioonn ooff tthhee tteemmppllaattee ccrriitt ddooeess nnoott yyiieelldd 00 ,, rreeppeeaattiinngg tthhee pprroocceessss uunnttiill tthhee

C

rreessuulltt nnoo lloonnggeerr cchhaannggeess,, oorr aatt mmoosstt rrpptt ttiimmeess..

Coo ll [[ eexxpprr ,, ((ccrriittiiiiii :: 11)) ,, ((lleevvssppeecc :: II nn ff )) ,, ((ddoommccrriittiiiiiiiiiiiiii :: 11)) ]]
ccoolllleeccttss tteerrmmss wwiitthh tthhee ssaammee ddeennoommiinnaattoorr iinn tthhee ddoommaaiinn ooff eexxpprr ssppeecciiffiieedd bbyy lleevvssppeecc aanndd ddoommccrriitt,, bbuutt
oonn wwhhiicchh aapppplliiccaattiioonn ooff tthhee tteemmppllaattee ccrriitt ddooeess nnoott yyiieelldd 00 ..



77..99 SSMMPP SSUUMMMMAARRYY // SSttrruuccttuurraall ooppeerraattiioonnss 77..99

iiiiiiiiiiiii :: 11)) ]]i tCCbb [[ eexxpprr ,, KK ffoorrmm11 NN ,, ((lleevvssppeecc :: II nn ff )) ,, ((ddoommccrriit
ccoommbbiinneess ccooeeffffiicciieennttss ooff tteerrmmss mmaattcchhiinngg ffoorrmm11,, ffoorrmm22,, .. .. .. iinn tthhee ddoommaaiinn ooff eexxpprr ssppeecciiffiieedd bbyy lleevvssppeecc

gg

aanndd ddoommccrriitt..

FFaa cc ,, PP ff [[99..11]]

77..1100 SSttaattiissttiiccaall eexxpprreessssiioonn ggeenneerraattiioonn aanndd aannaallyyssiiss

]RRee xx [[ ((nn :: 1100)) ,, (({{ KK uunniitt11 ,, ((uuwwtt11 :: 11)) NN ,, .. .. ..}})) ,, (({{ KK tteemmpp11 ,, ((ttwwtt11 :: 11)) ,, ((nn11 :: 11)) NN ,, .. .. ..}})) ]
ggeenneerraatteess aa ppsseeuuddoorraannddoomm eexxpprreessssiioonn ccoonnttaaiinniinngg oonn aavveerraaggee nn ""uunniittss"" sseelleecctteedd ffrroomm tthhee uunniittii wwiitthh ssttaa--

tt
ttiissttiiccaall wweeiigghhttss uuwwttii,, aanndd ccoommbbiinneedd bbyy aapppplliiccaattiioonn ooff tteemmppllaatteess sseelleecctteedd ffrroomm tthhee tteemmppii wwiitthh wweeiigghhttss
wwttii;; eeaacchh tteemmppii aaccttss oonn nnii eexxpprreessssiioonnss ((oorr aann aavveerraaggee ooff --nnii eexxpprreessssiioonnss ffoorr nneeggaattiivvee nnii )).. SSiimmppllee

gg
ddeeffaauullttss aarree pprroovviiddeedd ffoorr tthhee uunniittii aanndd tteemmppii..

RRaa nndd [[88..33]]

]AAee xx [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, .. .. .. ]
ppeerrffoorrmmss aa ssiimmppllee ssttaattiissttiiccaall aannaallyyssiiss oonn tthhee eexxpprrii aanndd yyiieellddss aa hheelldd [[33..55]] RRee xx pprroojjeeccttiioonn nneecceessssaarryy ttoo
ggeenneerraattee ffuurrtthheerr eexxpprreessssiioonnss wwiitthh tthhee ssaammee ""ssttaattiissttiiccaall pprrooppeerrttiieess""..
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88.. MMaatthheemmaattiiccaall ffuunnccttiioonnss

8..11 IInnttrroodduuccttiioonn

RReedduuccttiioonnss ooff mmaatthheemmaattiiccaall ffuunnccttiioonnss ooccccuurr tthhrroouugghh ssiimmpplliiffiiccaattiioonn oorr nnuummeerriiccaall eevvaalluuaattiioonn.. SSiimmpplliiffiiccaattiioonn
,,

aa
yyiieellddss aann eexxaacctt ttrraannssffoorrmmaattiioonn;; nnuummeerriiccaall eevvaalluuaattiioonn iiss ppeerrffoorrmmeedd oonnllyy iinn tthhee aabbsseennccee ooff ssyymmbboolliicc ppaarraammeetteerrss
nndd mmaayy bbee aapppprrooxxiimmaattee..

SSiimmpplliiffiiccaattiioonnss ffoorr aarriitthhmmeettiicc ooppeerraattiioonnss [[88..22]] aanndd nnuummeerriiccaall ffuunnccttiioonnss [[88..33]] aarree aauuttoommaattiiccaallllyy ppeerrffoorrmmeedd;; eellee--

cc
mmeennttaarryy ttrraannsscceennddeennttaall ffuunnccttiioonnss [[88..55]] aarree ssiimmpplliiffiieedd oonnllyy wwhheenn tthhee rreessuulltt iiss aa rraattiioonnaall nnuummbbeerr oorr mmuullttiippllee ooff aa
oonnssttaanntt [[88..44]]..

TThhee SSMMPP LLiibbrraarryy pprroovviiddeess mmaannyy aaddddiittiioonnaall rreellaattiioonnss aanndd ttrraannssffoorrmmaattiioonnss aass rreeppllaacceemmeennttss [[33..33]] ddeeffiinneedd iinn

RR

eexxtteerrnnaall ffiilleess aanndd aapppplliieedd sseelleeccttiivveellyy bbyy SS pprroojjeeccttiioonnss [[33..33]]..

eeaall oorr ccoommpplleexx nnuummeerriiccaall vvaalluueess ffoorr aannyy ooff tthhee ffuunnccttiioonnss ddeessccrriibbeedd bbeellooww mmaayy bbee oobbttaaiinneedd bbyy NN pprroojjeeccttiioonnss

ee
[[33..44]].. EElleemmeennttaarryy aarriitthhmmeettiicc,, nnuummeerriiccaall aanndd ttrraannsscceennddeennttaall ffuunnccttiioonnss,, aanndd mmaatthheemmaattiiccaall ccoonnssttaannttss mmaayy bbee
vvaalluuaatteedd ttoo aarrbbiittrraarryy nnuummeerriiccaall pprreecciissiioonn..

WWhheenneevveerr aa mmaatthheemmaattiiccaall ""ffuunnccttiioonn"" iiss uusseedd ttoo rreepprreesseenntt ssoolluuttiioonnss ooff aann eeqquuaattiioonn,, iitt mmaayy ttaakkee oonn sseevveerraall

tt
vvaalluueess ffoorr aannyy ppaarrttiiccuullaarr sseett ooff aarrgguummeennttss,, aass ccoonnvveennttiioonnaallllyy ppaarraammeettrriizzeedd bbyy RRiieemmaannnn sshheeeettss.. FFoorr ssuucchh mmuull--
iivvaalluueedd ""ffuunnccttiioonnss"",, nnuummeerriiccaall vvaalluueess aarree aallwwaayyss ttaakkeenn oonn aa ssiinnggllee ""pprriinncciippaall"" RRiieemmaannnn sshheeeett;; aatt tthhee ccoonnvveenn--

DD

ttiioonnaall ppoossiittiioonnss ooff bbrraanncchh ccuuttss,, tthhee lliimmiittiinngg vvaalluueess iinn aa ccoouunntteerr--cclloocckkwwiissee aapppprrooaacchh ttoo tthhee ccuutt aarree ggiivveenn..

eeffiinniittiioonnss ooff ddiiffffeerreennttiiaattiioonn [[99..44]],, iinntteeggrraattiioonn [[99..44]],, aanndd ppoowweerr sseerriieess eexxppaannssiioonn [[99..55]] ffoorr eelleemmeennttaarryy aarriitthh--

AA

mmeettiicc aanndd ttrraannsscceennddeennttaall ffuunnccttiioonnss aarree iinncclluuddeedd;; ddeeffiinniittiioonnss ffoorr ootthheerr ffuunnccttiioonnss aarree ggiivveenn iinn eexxtteerrnnaall ffiilleess..

llll pprroojjeeccttiioonnss rreepprreesseennttiinngg mmaatthheemmaattiiccaall ffuunnccttiioonnss ccaarrrryy tthhee pprrooppeerrttyy LLdd ii ss tt [[44]],, aass wweellll aass tthhee pprrooppeerrttiieess

DD

SS yy ss aanndd TT ii ee rr ..

eeffiinniittiioonnss ooff mmaatthheemmaattiiccaall ffuunnccttiioonnss aarree bbaasseedd pprriimmaarriillyy oonn ffoouurr rreeffeerreenncceess::

;;AASS ""HHaannddbbooookk ooff MMaatthheemmaattiiccaall FFuunnccttiioonnss"",, eedd.. MM..AAbbrraammoowwiittzz aanndd II..SStteegguunn,, NNBBSS AAMMSS 5555 ((11996644))
DDoovveerr ((11996655))..

GGRR ""TTaabbllee ooff IInntteeggrraallss,, SSeerriieess aanndd PPrroodduuccttss"",, II..GGrraaddsshhtteeyynn aanndd II..RRyyzzhhiikk,, AAccaaddeemmiicc PPrreessss ((11996655))..

,,MMOOSS ""FFoorrmmuullaass aanndd TThheeoorreemmss ffoorr tthhee SSppeecciiaall FFuunnccttiioonnss ooff MMaatthheemmaattiiccaall PPhhyyssiiccss"",, WW..MMaaggnnuuss
FF..OObbeerrhheettttiinnggeerr aanndd RR..PP..SSoonnii,, 33rrdd eedd,, SSpprriinnggeerr--VVeerrllaagg ((11996666))..

,,BBMMPP ""HHiigghheerr TTrraannsscceennddeennttaall FFuunnccttiioonnss"",, BBaatteemmaann MMaannuussccrriipptt PPrroojjeecctt ((AA..EErrddeellyyii eett aall..)) VVoollss 11--33
MMccGGrraaww--HHiillll ((11995533))..

CCiittaattiioonnss iinn wwhhiicchh nnoottaattiioonnss oorr ccoonnvveennttiioonnss ddiiffffeerr ffrroomm tthhoossee uusseedd hheerree aarree iinnddiiccaatteedd bbyy ††..

e

88..22 EElleemmeennttaarryy aarriitthhmmeettiicc ffuunnccttiioonnss

exxpprr11 ++ eexxpprr22 ++ .. .. .. oorr eexxpprr11 -- eexxpprr22 ++ .. .. .. oorr PP ll uu ss [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, .. .. .. ]]

e

<<SSmmpp :: 11 ,, CCoommmm,, FF ll aa tt>>

exxpprr11 ** eexxpprr22 ** .. .. .. oorr MMuu ll tt [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, .. .. .. ]]

e

<<SSmmpp :: 11 ,, CCoommmm,, FF ll aa tt>>

exxpprr11 // eexxpprr22 oorr DDii vv [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ]]

]eexxpprr11 ˆ̂ eexxpprr22 oorr PPooww[[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ]

SSqqrr tt [[ eexxpprr ]]

eexxpprr11 .. eexxpprr22 .. .. .. .. oorr DDoo tt [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, .. .. .. ]]
<<FF ll aa tt>>

ffoorrmmss tthhee iinnnneerr pprroodduucctt ooff eexxpprr11,, eexxpprr22,, .. .. .. .. FFoorr ttwwoo lliissttss xx aanndd yy tthhee iinnnneerr pprroodduucctt iiss aa lliisstt oobbttaaiinneedd
bbyy ssuummmmiinngg
xx [[ ii [[ 11 ]] ,, ii [[ 22 ]] ,, .. .. .. ,, ii [[ nn -- 11 ]] ,, kk ]] ** yy [[ kk ,, jj [[ 22 ]] ,, .. .. .. ,, jj [[mm]] ]] oovveerr aallll vvaalluueess ooff tthhee iinnddeexx
kk ffoorr wwhhiicchh eennttrriieess aarree pprreesseenntt iinn bbootthh xx aanndd yy ..
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e

gg II nnnn ee rr [[99..66]]

exxpprr11 **** eexxpprr22 **** .. .. .. oorr OOmmuu ll tt [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, .. .. .. ]]
<<CCoommmm,, FF ll aa tt>>

ffoorrmmss tthhee oouutteerr pprroodduucctt ooff eexxpprr11,, eexxpprr22,, .. .. .. ..

MM

gg OOuu tt ee rr [[99..66]]

uullttiipplliiccaattiioonn ooff aann eexxpprreessssiioonn bbyy aa nnuummeerriiccaall ccooeeffffiicciieenntt ddooeess nnoott iinnvvoollvvee aann eexxpplliicciitt MMuu ll tt pprroojjeeccttiioonn..

cc
SSuucchh pprroodduuccttss mmaayy nneevveerrtthheelleessss bbee mmaattcchheedd bbyy aa ppaatttteerrnn iinn wwhhiicchh aa ggeenneerriicc ssyymmbbooll rreepprreesseennttiinngg tthhee ccooeeffffii--
iieenntt aappppeeaarrss iinn aa MMuu ll tt pprroojjeeccttiioonn [[22..66]]..

PP ll uu ss [[ eexxpprr ]] aanndd MMuu ll tt [[ eexxpprr ]] aarree ttaakkeenn aass eexxpprr;; PP ll uu ss [[ ]] iiss 00 aanndd MMuu ll tt [[ ]] iiss 11 ..

8

gg FF cc tt ll ,, DD ff cc tt ll ,, CCoommbb [[88..66]]

8..33 NNuummeerriiccaall ffuunnccttiioonnss

FF ll oooo rr [[ xx ]]
tthhee ggrreeaatteesstt iinntteeggeerr nnoott llaarrggeerr tthhaann tthhee rreeaall nnuummbbeerr xx ((""fflloooorr"" ooff xx))..

CCee ii ll [[ xx ]]
tthhee lleeaasstt iinntteeggeerr nnoott ssmmaalllleerr tthhaann tthhee rreeaall nnuummbbeerr xx ((""cceeiilliinngg"" ooff xx))..

MMoodd [[ nn ,, mm ]]
tthhee rreeaall nnuummbbeerr nn mmoodduulloo tthhee rreeaall nnuummbbeerr mm..

SS ii ggnn [[ xx ]]
11 oorr -- 11 iiff xx iiss aa ppoossiittiivvee oorr nneeggaattiivvee rreeaall nnuummbbeerr,, aanndd 00 iiff xx iiss zzeerroo..

T

gg PP [[55]]

Thhee tt aa [[ xx ]]
HHeeaavvyyssiiddee sstteepp ffuunnccttiioonn θθ((xx ))..

DDee ll tt aa [[ xx ]]
DDiirraacc’’ss ddeellttaa ffuunnccttiioonn δδ((xx ))..

IInntteeggrraallss aanndd ddeerriivvaattiivveess iinnvvoollvviinngg TThh ee tt aa aanndd DDee ll tt aa aarree ttrreeaatteedd..

AAbb ss [[ xx ]]
tthhee aabbssoolluuttee vvaalluuee ooff aa rreeaall oorr ccoommpplleexx nnuummbbeerr xx..

CCoonn jj [[ eexxpprr ]]
ccoommpplleexx ccoonnjjuuggaattee..

RRee [[ eexxpprr ]]
rreeaall ppaarrtt..

IImm[[ eexxpprr ]]
iimmaaggiinnaarryy ppaarrtt..

MMaaxx [[ xx11 ,, xx22 ,, .. .. .. ]]
<<CCoommmm,, FF ll aa tt>>

tthhee nnuummeerriiccaallllyy llaarrggeesstt ooff xx11,, xx22,, .. .. .. iiff tthhiiss ccaann bbee ddeetteerrmmiinneedd..

MMii nn [[ xx11 ,, xx22 ,, .. .. .. ]]
<<CCoommmm,, FF ll aa tt>>

tthhee nnuummeerriiccaallllyy ssmmaalllleesstt ooff xx11,, xx22,, .. .. .. iiff tthhiiss ccaann bbee ddeetteerrmmiinneedd..

RRaanndd [[ ((xx :: 11)) ,, (( sseeeedd)) ]]
ppsseeuuddoorraannddoomm nnuummbbeerr uunniiffoorrmmllyy ddiissttrriibbuutteedd bbeettwweeeenn 00 aanndd xx.. AA nnuummbbeerr sseeeedd mmaayy bbee uusseedd ttoo ddeetteerr--
mmiinnee tthhee sseeqquueennccee ooff nnuummbbeerrss ggeenneerraatteedd..
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P

88..44 MMaatthheemmaattiiccaall ccoonnssttaannttss

P ii ππ == 33..1144115599......

EE ee == 22..7711882288......

EEuu ll ee rr EEuulleerr--MMaasscchheerroonnii ccoonnssttaanntt γγ == 00..557777221166...... [[AASS 66..11..33;; GGRR 99..7733;; MMOOSS 11..11]]

DDee gg ππ//118800 == 00..00117744553333...... ((nnuummbbeerr ooff rraaddiiaannss iinn oonnee ddeeggrreeee))

PPhh ii GGoollddeenn rraattiioo φφ == 11..6611880033......

CCaa tt aa ll aann CCaattaallaann’’ss ccoonnssttaanntt 00..991155996666...... [[AASS 2233..22..2233;; GGRR 99..7733]]

8

gg II ,, II nn ff [[22..22]]

8..55 EElleemmeennttaarryy ttrraannsscceennddeennttaall ffuunnccttiioonnss

L

EExxpp [[ zz ]]

Loogg [[ zz ,, ((bbaassee :: EE)) ]]
LLooggaarriitthhmm wwiitthh bbrraanncchh ccuutt aalloonngg nneeggaattiivvee rreeaall aaxxiiss [[AASS 44..11..11]]..

C
SS ii nn [[ zz ]] AAss ii nn [[ zz ]] SS ii nnhh [[ zz ]] AAss ii nnhh [[ zz ]]
Coo ss [[ zz ]] AAcc oo ss [[ zz ]] CCoo ss hh [[ zz ]] AAcc oo ss hh [[ zz ]]

]
C
TTaann [[ zz ]] AAtt aann [[ zz ]] TTaannhh [[ zz ]] AAtt aannhh [[ zz ]
Css cc [[ zz ]] AAcc ss cc [[ zz ]] CCss cchh [[ zz ]] AAcc ss cchh [[ zz ]]

]
C
SSee cc [[ zz ]] AAss ee cc [[ zz ]] SSee cchh [[ zz ]] AAss ee cchh [[ zz ]
Coo tt [[ zz ]] AAcc oo tt [[ zz ]] CCoo tt hh [[ zz ]] AAcc oo tt hh [[ zz ]]

ss
[[
TTrriiggoonnoommeettrriicc aanndd iinnvveerrssee ttrriiggoonnoommeettrriicc ffuunnccttiioonnss wwiitthh aarrgguummeennttss iinn rraaddiiaann
AASS 44..44..11--44..44..66;; AASS 44..66..11--44..66..66]]..

G

gg DDee gg [[88..44]]

Gdd [[ zz ]] AAggdd [[ zz ]]

GGuuddeerrmmaannnniiaann ffuunnccttiioonnss ggdd((zz )),, ggdd ((zz )) [[AASS 44..33..111177]]..

n

88..66 CCoommbbiinnaattoorriiaall ffuunnccttiioonnss

−−11

n !! oorr FFcc tt ll [[ nn ]]
FFaaccttoorriiaall [[AASS 66..11..66]].. ((BB [[22..11]] pprroojjeeccttiioonnss aarree ggeenneerraatteedd wwhheenn nneecceessssaarryy..))

n

gg GGaammmmaa [[88..77]]

n !! !! oorr DDff cc tt ll [[ nn ]]
DDoouubbllee ffaaccttoorriiaall [[AASS 66..11..4499 ((ffoooottnnoottee));; GGRR pp..xxlliiiiii]].. ((BB [[22..11]] pprroojjeeccttiioonnss aarree ggeenneerraatteedd wwhheenn nneecceessssaarryy..))

CCoommbb [[ nn ,, mm[[11]] ,, ((mm[[22]] ,, .. .. ..,,mm[[kk -- 11]] ,, .. .. ..,,((mm[[kk]]::nn -- mm[[11]] -- mm[[22]] -- .. .. .. -- mm[[kk -- 11]])))) ]]
MMuullttiinnoommiiaall ccooeeffffiicciieenntt ((nn;;mm[[11]] ,, mm[[22]] ,, .. .. .. ,, mm[[kk -- 11]] ,, mm[[kk]])) [[AASS 2244..11..22]]..

S

CCoommbb [[ nn ,, mm ]] ggiivveess bbiinnoommiiaall ccooeeffffiicciieenntt
II
LLmm
nn MM

OO [[AASS 66..11..2211;; MMOOSS 11..11]]..

S tt ii 11 [[ nn ,, mm ]]
FFiirrsstt kkiinndd SSttiirrlliinngg nnuummbbeerrss SS [[AASS 2244..11..33]]..

SS tt ii 22 [[ nn ,, mm ]]
nn
((mm ))

SSeeccoonndd kkiinndd SSttiirrlliinngg nnuummbbeerrss SS [[AASS 2244..11..44]]..

PPaa rr tt [[ nn ]]
nn
((mm ))

PPaarrttiittiioonn ffuunnccttiioonn [[AASS 2244..22..11]]..

]WWii gg [[ {{jj11 ,, mm11}} ,, {{jj22 ,, mm22}} ,, {{jj33 ,, mm33}} ]

WWiiggnneerr 33--jj ssyymmbbooll ((CClleebbsscchh--GGoorrddaann ccooeeffffiicciieenntt))
II
LLmm 11
jj 11

mm 22
jj 22

mm 33
jj 33 MM

OO [[AASS 2277..99..11]]..
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Raa cc [[ jj11 ,, jj22 ,, jj33 ,, jj44 ,, jj55 ,, jj66 ]]

..jj 33
MM
NN
OO66

jj 22
jj55

jj 11
jj44

8

RRaaccaahh 66--jj ssyymmbbooll
II
KK
LL jj

8..77 GGaammmmaa,, ZZeettaa aanndd rreellaatteedd ffuunnccttiioonnss

BBee rr [[ nn ,, ((xx :: 00)) ]]
BBeerrnnoouullllii nnuummbbeerrss BB [[AASS 2233..11..22;; GGRR 99..6611;; MMOOSS 11..55..11;; BBMMPP 11..1133..((11))]] aanndd ppoollyynnoommiiaallss BB ((xx )) [[AASS
22

nn nn

33..11..11;; GGRR 99..6622;; MMOOSS 11..55..11;; BBMMPP 11..1133..((22))]]..

BBee tt aa [[ xx ,, yy ,, ((aa :: 11)) ]]
EEuulleerr BB ffuunnccttiioonn BB((xx ,,yy )) [[AASS 66..22..11;; GGRR 88..338800;; MMOOSS 11..11;; BBMMPP 11..55]] aanndd iinnccoommpplleettee BB ffuunnccttiioonn BB((xx ,,yy ,,aa ))
[[AASS 66..66..11;; GGRR 88..339911;; MMOOSS 99..22..55;; BBMMPP 22..55..33]]..

]CCaa tt bb [[ nn ]
CCaattaallaann’’ss ββ ffuunnccttiioonn ββ((nn )) [[AASS 2233..22..2211]]..

CCoo ss ii [[ zz ]]
CCoossiinnee iinntteeggrraall ffuunnccttiioonn CCii((zz )) [[AASS 55..22..22;; GGRR 88..223300..22;; MMOOSS 99..22..22]]..

CCoo ss hh ii [[ zz ]]
HHyyppeerrbboolliicc ccoossiinnee iinntteeggrraall ffuunnccttiioonn CChhii((zz )) [[AASS 55..22..44;; MMOOSS 99..22..22]]..

EE ii [[ zz ]]
EExxppoonneennttiiaall iinntteeggrraall EEii((zz)) [[AASS 55..11..22;; GGRR 88..22;; MMOOSS 99..22..11;; BBMMPP 66..99..22..((2255))]]..

E

gg EErr ff [[88..88]]

Euu ll [[ nn ,, ((xx)) ]]
EEuulleerr nnuummbbeerrss EE [[AASS 2233..11..22;; GGRR 99..6633;; MMOOSS 11..55..22;; BBMMPP 11..1144..((11))]] aanndd EEuulleerr ppoollyynnoommiiaallss EE ((xx )) [[AASS
22

nn nn

33..11..11;; MMOOSS 11..55..22;; BBMMPP 11..1144..((22))]] ((nnoottee rreellaattiivvee nnoorrmmaalliizzaattiioonn bbeettwweeeenn nnuummbbeerrss aanndd ppoollyynnoommiiaallss))..

EExxpp ii [[ ((nn :: 11)) ,, zz ]]
EExxppoonneennttiiaall iinntteeggrraallss EE ((zz )) [[AASS 55..11..44;; MMOOSS 99..22..11]]..

GGaammmmaa [[ zz ,, ((aa :: 00)) ]]
nn

EEuulleerr ΓΓ ffuunnccttiioonn ΓΓ((zz )) [[AASS 66..11..44;; GGRR 88..331100;; MMOOSS 11..11;; BBMMPP 11..11]] aanndd iinnccoommpplleettee ΓΓ ffuunnccttiioonn ΓΓ((zz ,,aa )) [[AASS

gg
66..55..33;; GGRR 88..335500..22;; MMOOSS 99..11..11;; BBMMPP 66..99..22..2211]]..

FF cc tt ll [[88..66]]

]LLee rr [[ zz ,, ((ss :: 22)) ,, ((aa :: 00)) ]
LLeerrcchh’’ss ttrraannsscceennddeenntt ΦΦ((zz ,,ss ,,αα)) [[GGRR 99..5555;; MMOOSS 11..66;; BBMMPP 11..1111]]..

LL ii [[ ((nn :: 22)) ,, zz ]]
DDiillooggaarriitthhmm ((SSppeennccee’’ss ffuunnccttiioonn)) LLii ((zz )) [[†† AASS 2277..77;; MMOOSS 11..66;; BBMMPP 11..1111..11]] aanndd ppoollyyllooggaarriitthhmm ffuunnccttiioonn
LL nn

22

ii ((zz )) [[BBMMPP 11..1111..((1144))]]..

LLoogg ii [[ zz ]]
LLooggaarriitthhmm iinntteeggrraall ffuunnccttiioonn llii((zz)) [[AASS 55..11..33;; GGRR 88..2244;; MMOOSS 99..22..11]]..

PPoo cc [[ xx ,, nn ]]
PPoocchhhhaammmmeerr ssyymmbbooll ((xx )) [[AASS 66..11..2222;; MMOOSS 11..11]]..

PPss ii [[ zz ,, ((nn :: 11)) ]]
nn

DDiiggaammmmaa ffuunnccttiioonn ψψ((zz )) [[AASS 66..33..11;; GGRR 88..336600;; MMOOSS 11..22;; BBMMPP 11..77..11]] aanndd ppoollyyggaammmmaa ffuunnccttiioonnss ψψ ((zz ))
[[AASS 66..44..11;; MMOOSS 11..22;; BBMMPP 11..1166..11]]..

((nn--11))

]SS ii nn ii [[ zz ]
SSiinnee iinntteeggrraall ffuunnccttiioonn SSii((zz)) [[AASS 55..22..11;; GGRR 88..223300..11;; MMOOSS 99..22..22]]..

SS ii nnhh ii [[ zz ]]
HHyyppeerrbboolliicc ssiinnee iinntteeggrraall ffuunnccttiioonn SShhii((zz)) [[AASS 55..22..33;; MMOOSS 99..22..22]]..

ZZee tt aa [[ zz ,, ((aa :: 11)) ]]
RRiieemmaannnn ζζ ffuunnccttiioonn ζζ((zz )) [[AASS 2233..22;; GGRR 99..551133,,99..552222;; MMOOSS 11..33;; BBMMPP 11..1122]] aanndd ggeenneerraalliizzeedd ζζ ffuunnccttiioonn
ζζ((zz ,,αα)) [[GGRR 99..551111,,99..552211;; MMOOSS 11..44;; BBMMPP 11..1100]]..
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A

88..88 CCoonnfflluueenntt hhyyppeerrggeeoommeettrriicc aanndd rreellaatteedd ffuunnccttiioonnss

Aii rrAAii [[ zz ]]
AAiirryy’’ss ffuunnccttiioonn AAii((zz )) [[AASS 1100..44..22]]..

AAii rrBB ii [[ zz ]]
AAiirryy’’ss ffuunnccttiioonn BBii((zz )) [[AASS 1100..44..33]]..

AAnnggJJ [[ nn ,, zz ]]
AAnnggeerr ffuunnccttiioonn JJ ((zz )) [[AASS 1122..33..11;; GGRR 88..558800..((11))]]..

BBaa tt kk [[ nn ,, zz ]]
nn

BBaatteemmaann’’ss ffuunnccttiioonn kk ((zz )) [[AASS 1133..66..3333;; MMOOSS 66..77..22]]..

BBee ss JJ [[ nn ,, zz ]]
νν

RReegguullaarr BBeesssseell ffuunnccttiioonn JJ ((zz )) [[AASS 99..11..1100;; GGRR 88..440022;; MMOOSS 33..11]]..

BBee ssYY[[ nn ,, zz ]]
nn

IIrrrreegguullaarr BBeesssseell ffuunnccttiioonn ((WWeebbeerr’’ss ffuunnccttiioonn)) YY ((zz )) [[AASS 99..11..1111;; GGRR 88..440033..((11));; MMOOSS 33..11]]..

BBee ss jj [[ nn ,, zz ]]
nn

RReegguullaarr sspphheerriiccaall BBeesssseell ffuunnccttiioonn jj ((zz )) [[AASS 1100..11..11;; MMOOSS 33..33]]..

BBee ss yy [[ nn ,, zz ]]
nn

IIrrrreegguullaarr sspphheerriiccaall BBeesssseell ffuunnccttiioonn yy ((zz )) [[AASS 1100..11..11;; MMOOSS 33..33]]..

BBee ssKK[[ nn ,, zz ]]
nn

MMooddiiffiieedd BBeesssseell ffuunnccttiioonn KK ((zz )) [[AASS 99..66..22;; GGRR 88..440077..((11));; MMOOSS 33..11]]..

BBee ss II [[ nn ,, zz ]]
nn

MMooddiiffiieedd BBeesssseell ffuunnccttiioonn II ((zz )) [[AASS 99..66..33;; GGRR 88..440066;; MMOOSS 33..11]]..

BBee ssHH11 [[ nn ,, zz ]]
nn

HHaannkkeell ffuunnccttiioonn HH ((zz )) [[AASS 99..11..33;; GGRR 88..440055..((11))]]..

BBee ssHH22 [[ nn ,, zz ]]
nn
((11))

HHaannkkeell ffuunnccttiioonn HH ((zz )) [[AASS 99..11..44;; GGRR 88..440055..((11))]]..

CChhgg [[ aa ,, cc ,, zz ]]
nn
((22))

CCoonnfflluueenntt hhyyppeerrggeeoommeettrriicc ((KKuummmmeerr)) ffuunnccttiioonn FF ((aa ;;cc ;;zz )) [[AASS 1133..11..22;; GGRR 99..221100;; MMOOSS 66..11..11]]..

CCoouuFF [[ ll ,, ee ,, rr ]]
11 11

RReegguullaarr CCoouulloommbb wwaavvee ffuunnccttiioonn FF ((ηη,,rr )) [[AASS 1144..11..33]]..

CCoouuGG[[ ll ,, ee ,, rr ]]
LL

IIrrrreegguullaarr CCoouulloommbb wwaavvee ffuunnccttiioonn GG ((ηη,,rr )) [[AASS 1144..11..1144]]..

EErr ff [[ zz ]]
LL

EErrrroorr ffuunnccttiioonn eerrff((zz )) [[AASS 77..11..11;; GGRR 88..225500..((11))]]..

EErr ff cc [[ zz ]]
CCoommpplleemmeennttaarryy eerrrroorr ffuunnccttiioonn eerrffcc((zz )) [[AASS 77..11..22]]..

F

gg GGaammmmaa ,, EE ii [[88..77]]

Frr eeCC[[ zz ]]
FFrreessnneell’’ss ffuunnccttiioonn CC ((zz )) [[AASS 77..33..11;; GGRR 88..225500..((11))]]..

FFrr eeSS [[ zz ]]
FFrreessnneell’’ss ffuunnccttiioonn SS ((zz )) [[AASS 77..33..22;; GGRR 88..225500..((22))]]..

HHee rr [[ nn ,, zz ]]
HHeerrmmiittee’’ss ffuunnccttiioonn HH ((zz )) [[AASS 2222..22..1144;; GGRR 88..995500]]..

KKee ll bbee [[ nn ,, zz ]]
nn

CCoommpplleexx KKeellvviinn ffuunnccttiioonnss bbeerr ((zz )) ++ ii bbeeii ((zz )) [[AASS 99..99..11;; GGRR 88..556611]]..

KKee ll kkee [[ nn ,, zz ]]
nn nn

CCoommpplleexx KKeellvviinn ffuunnccttiioonnss kkeerr ((zz )) ++ ii kkeeii ((zz )) [[AASS 99..99..22;; GGRR 88..556633..((22))]]..nn nn
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KKuummUU[[ aa ,, bb ,, zz ]]
KKuummmmeerr’’ss UU ffuunnccttiioonn UU ((aa ,,bb ,,zz )) [[AASS 1133..11..33;; GGRR 99..221100..((22));; MMOOSS 66..11..11]]..

LLaagg [[ nn ,, ((aa :: 11)) ,, zz ]]
((GGeenneerraalliizzeedd)) LLaagguueerrrree ffuunnccttiioonn LL ((zz )) [[AASS 2222..22..1122;; GGRR 88..997700]]..

LLoomm[[ mm ,, nn ,, zz ]]
nn
((aa ))

LLoommmmeell’’ss ffuunnccttiioonn ss ((zz )) [[GGRR 88..557700..((11));; MMOOSS 33..1100..11]]..

PPaa rr [[ pp ,, zz ]]
mm ,,nn

PPaarraabboolliicc ccyylliinnddeerr ffuunnccttiioonnss DD ((zz )) [[†† AASS 1199..33..77;; GGRR 99..224400;; MMOOSS 88..11..11]]..

PPccpp [[ nn ,, νν ,, zz ]]
pp

PPooiissssoonn--CChhaarrlliieerr ppoollyynnoommiiaallss ρρ ((νν,,zz )) [[AASS 1133..66..1111;; MMOOSS 66..77..22]]..

SS tt rrHH[[ nn ,, zz ]]
nn

SSttrruuvvee ffuunnccttiioonn HH ((zz )) [[AASS 1122..11;; GGRR 88..555500..((11))]]..

SS tt rrLL[[ nn ,, zz ]]
nn

MMooddiiffiieedd SSttrruuvvee ffuunnccttiioonn LL ((zz )) [[AASS 1122..22..11;; GGRR 88..555500..((22))]]..

TToo rr [[ mm ,, nn ,, zz ]]
nn

TToorroonnttoo ffuunnccttiioonn TT ((mm ,,nn ,,zz )) [[AASS 1133..66..2200;; MMOOSS 66..77..22]]..

WWeebbEE[[ nn ,, zz ]]
WWeebbeerr’’ss ffuunnccttiioonn EE ((zz )) [[AASS 1122..33..33;; GGRR 88..558800..((22))]]..

WWhh iiMM[[ ll ,, mm ,, zz ]]
nn

WWhhiittttaakkeerr’’ss MM ffuunnccttiioonn MM ((zz )) [[AASS 1133..11..3322;; GGRR 99..222200..((22));; MMOOSS 77..11..11]]..

WWhh iiWW[[ ll ,, mm ,, zz ]]
ll ,,mm

WWhhiittttaakkeerr’’ss WW ffuunnccttiioonn WW ((zz )) [[AASS 1133..11..3333;; GGRR 99..222200..((44));; MMOOSS 77..11..11]]..ll ,,mm

s

C

88..99 HHyyppeerrggeeoommeettrriicc aanndd rreellaatteedd ffuunnccttiioonns

ChheeTT[[ nn ,, xx ]]
CChheebbyysshheeff ffuunnccttiioonn ooff ffiirrsstt kkiinndd TT ((xx )) [[AASS 2222..22..44;; MMOOSS 55..33..11]]..

CChheeUU[[ nn ,, xx ]]
nn

CChheebbyysshheeff ffuunnccttiioonn ooff sseeccoonndd kkiinndd UU ((xx )) [[AASS 2222..22..55;; MMOOSS 55..33..11]]..

GGee gg [[ nn ,, ll ,, xx ]]
nn

GGeeggeennbbaauueerr ((uullttrraasspphheerriiccaall)) ffuunnccttiioonnss CC ((xx )) [[AASS 2222..22..33;; GGRR 88..993300;; MMOOSS 55..33..11]]..nn
((ll ))

]GGhhgg [[ pp ,, qq ,, {{aa11 ,, aa22 ,, .. .. ..}} ,, {{bb11 ,, bb22 ,, .. .. ..}} ,, zz ]
GGeenneerraalliizzeedd hhyyppeerrggeeoommeettrriicc ffuunnccttiioonn [[MMOOSS 22..99]]..

HHgg [[ aa ,, bb ,, cc ,, zz ]]
GGaauussss hhyyppeerrggeeoommeettrriicc ffuunnccttiioonn FF ((aa ,,bb ;;cc ;;zz )) [[AASS 1155..11..11;; GGRR 99..1100;; MMOOSS 22..11]]..

JJaa ccPP [[ nn ,, aa ,, bb ,, zz ]]
22 11

JJaaccoobbii ffuunnccttiioonnss PP ((zz )) [[AASS 2222..22..11;; GGRR 88..996600;; MMOOSS 55..22..11]]..

LLee ggPP [[ ll ,, ((mm :: 00)) ,, zz ]]
nn
((aa ,,bb ))

((AAssssoocciiaatteedd)) LLeeggeennddrree ffuunnccttiioonnss PP ((zz )) [[AASS 88..11..22;; GGRR 88..770022;; MMOOSS 44..11..22,, 55..44..11]]..

LLee ggQQ[[ ll ,, ((mm :: 00)) ,, zz ]]
ll
mm

((AAssssoocciiaatteedd)) LLeeggeennddrree ffuunnccttiioonnss ooff sseeccoonndd kkiinndd QQ ((zz )) [[AASS 88..11..33;; GGRR 88..770033;; MMOOSS 44..11..22,, 55..44..22]]..

M

gg BBee tt aa [[88..77]]
ll
mm

Maa ccEE[[ aa ,, bb ,, zz ]]
MMaaccRRoobbeerrtt EE ffuunnccttiioonn [[GGRR 99..44;; MMOOSS 66..77..22]]..

]MMee ii [[ mm ,, nn ,, pp ,, qq ,, {{aa11 ,, .. .. .. ,, aapp}} ,, {{bb11 ,, .. .. .. ,, bbqq}} ,, zz ]
MMeeiijjeerr GG ffuunnccttiioonn [[GGRR 99..3300]]..
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E

88..1100 EElllliippttiicc ffuunnccttiioonnss

E ll llKK[[ kk ,, ((tt :: PP ii // 22)) ]]
FFiirrsstt kkiinndd eelllliippttiicc iinntteeggrraall KK ((kk ee tt )) [[†† AASS 1177..22..66;; †† GGRR 88..111111..((22));; MMOOSS 1100..11]]..

EE ll ll EE[[ kk ,, ((tt :: PP ii // 22)) ]]
SSeeccoonndd kkiinndd eelllliippttiicc iinntteeggrraall EE ((kk ee tt )) [[†† AASS 1177..22..88;; †† GGRR 88..111111..((33));; MMOOSS 1100..11]]..

EE ll ll PP ii [[ nn ,, kk ,, ((tt :: PP ii // 22)) ]]
TThhiirrdd kkiinndd eelllliippttiicc iinntteeggrraall ΠΠ((nn ,,kk ee tt )) [[†† AASS 1177..22..1144;; †† GGRR 88..111111..((44));; MMOOSS 1100..11]]..

J
JJaa ccSSnn [[ xx ,, mm ]] JJaa ccCCnn [[ xx ,, mm ]] JJaa ccDDnn [[ xx ,, mm ]]
Jaa ccCCdd [[ xx ,, mm ]] JJaa ccSSdd [[ xx ,, mm ]] JJaa ccNNdd [[ xx ,, mm ]]

]
J
JJaa ccDDcc [[ xx ,, mm ]] JJaa ccNNcc [[ xx ,, mm ]] JJaa ccSScc [[ xx ,, mm ]
Jaa ccNNss [[ xx ,, mm ]] JJaa ccDDss [[ xx ,, mm ]] JJaa ccCCss [[ xx ,, mm ]]
JJaa ccAAmm[[ xx ,, mm ]]

JJaaccoobbiiaann eelllliippttiicc ffuunnccttiioonnss SSnn((xx ee mm )) eettcc.. [[AASS 1166..11;; GGRR 88..114444;; MMOOSS 1100..33]]..

JJaa cc tt hh [[ ii ,, zz ,, mm ]]
JJaaccoobbii θθ ffuunnccttiioonnss θθ ((zz ee mm )) [[AASS 1166..2277;; GGRR 88..1188;; MMOOSS 1100..22]]..

WWee ii PP [[ uu ,, gg ,, hh ]]
ii

WWeeiieerrssttrraassss ffuunnccttiioonn PP ((uu ;;gg ,,hh )) [[AASS 1188;; GGRR 88..116600;; MMOOSS 1100..55]]..

WWee ii zz [[ uu ,, gg ,, hh ]]
WWeeiieerrssttrraassss ζζ ffuunnccttiioonn ζζ((uu ;;gg ,,hh )) [[GGRR 88..117711..((11));; MMOOSS 1100..55]]..

WWee ii ss [[ uu ,, gg ,, hh ]]
WWeeiieerrssttrraassss σσ ffuunnccttiioonn σσ((uu ;;gg ,,hh )) [[GGRR 88..117711..((22));; MMOOSS 1100..55]]..

G

88..1111 NNuummbbeerr tthheeoorreettiiccaall ffuunnccttiioonnss

Gccdd [[ nn11 ,, nn22 ,, .. .. .. ]]
tthhee ggrreeaatteesstt ccoommmmoonn ddiivviissoorr ooff tthhee iinntteeggeerrss nn11,, nn22,, .. .. .. ..

DDii vv ii ss [[ nn ]]
aa lliisstt ooff tthhee iinntteeggeerr ddiivviissoorrss ooff aann iinntteeggeerr nn..

N

gg MMoo dd [[88..33]]

Nff aa cc [[ nn ]]
aa lliisstt ooff tthhee pprriimmee ffaaccttoorrss ooff aann iinntteeggeerr oorr rraattiioonnaall nnuummbbeerr nn,, ttooggeetthheerr wwiitthh tthheeiirr eexxppoonneennttss..

PPrr iimmee [[ nn ]]
tthhee nntthh pprriimmee nnuummbbeerr..

DDii vv ss ii gg [[ ((kk :: 11)) ,, nn ]]
DDiivviissoorr ffuunnccttiioonn σσ ((nn )) ((σσ ((nn ))==dd ((nn )))) [[AASS 2244..33..33]]..

JJaa cc ss yymm[[ pp ,, qq ]]
kk 00

JJaaccoobbii ssyymmbbooll
II
JJ
LL qq
pphhhh

MM
JJ
OO

[[BBMMPP 1177..55]]..

JJoo rr [[ kk ,, nn ]]
JJoorrddaann’’ss ffuunnccttiioonn JJ ((nn )) ((kk tthh ttoottiieenntt ooff nn )) [[BBMMPP 1177..11..11]]..

LL ii oo [[ nn ]]
kk

LLiioouuvviillllee’’ss ffuunnccttiioonn νν((nn )) [[BBMMPP 1177..11..11]]..

MMaannLL[[ nn ]]
MMaannggoollddtt ΛΛ ffuunnccttiioonn [[BBMMPP 1177..11..11]]..

MMoobb [[ ((kk :: 11)) ,, nn ]]
MMoobbiiuuss µµ ffuunnccttiioonn µµ ((nn )) ooff oorrddeerr kk [[AASS 2244..33..11]]..kk
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RRrr ss [[ nn ]]
LLiisstt ccoonnttaaiinniinngg rreedduucceedd rreessiidduuee ssyysstteemm mmoodduulloo nn ..

TToo tt ii eenn tt [[ nn ]]
EEuulleerr’’ss ttoottiieenntt ffuunnccttiioonn φφ((nn )) [[AASS 2244..33..22]]..
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9

99.. MMaatthheemmaattiiccaall ooppeerraattiioonnss

9..11 PPoollyynnoommiiaall mmaanniippuullaattiioonn

PPoollyynnoommiiaallss ccoonnssiisstt ooff ssuummss ooff ppoowweerrss ooff ""bbaassee"" eexxpprreessssiioonnss.. TThhee bbaasseess iinn aann eexxpprreessssiioonn aarree bbyy ddeeffaauulltt ttaakkeenn

gg
aass tthhee lliitteerraall ffiirrsstt ffiilltteerrss ooff PPooww pprroojjeeccttiioonnss..

PPoo ll yy pp [[77..66]]

PPdd ii vv [[ eexxpprr11 ,, ((eexxpprr22 :: 11)) ,, ((ffoorrmm)) ]]
tthhee ppoollyynnoommiiaall qquuoottiieenntt ooff eexxpprr11 aanndd eexxpprr22 wwiitthh rreessppeecctt ttoo tthhee ""bbaassee"" ffoorrmm..

PPmmoodd [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, ((ffoorrmm)) ]]
tthhee rreemmaaiinnddeerr ffrroomm ddiivviissiioonn ooff eexxpprr11 bbyy eexxpprr22 wwiitthh rreessppeecctt ttoo ffoorrmm ((ppoollyynnoommiiaall mmoodduulluuss))..

P

gg MMoo dd [[88..33]]

Pgg ccdd [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, ((ffoorrmm)) ]]
ggrreeaatteesstt ccoommmmoonn ddiivviissoorr ooff tthhee ppoollyynnoommiiaallss eexxpprr11 aanndd eexxpprr22 wwiitthh rreessppeecctt ttoo ffoorrmm..

R

gg GGcc dd [[88..1111]]

Rss ll tt [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ]]
ppoollyynnoommiiaall rreessuullttaanntt ooff eexxpprr11 aanndd eexxpprr22 wwiitthh rreessppeecctt ttoo tthhee ""bbaassee"" ffoorrmm..

FFaa cc [[ eexxpprr ,, ((lleevv :: 11)) ,, (( KK ffoorrmm11 NN )) ,, ((ccrriitt :: 11)) ,, (( KK rreepp11 NN )) ]]
ffaaccttoorrss ppoollyynnoommiiaallss aappppeeaarriinngg aatt oorr bbeellooww lleevveell lleevv iinn eexxpprr ((aanndd nnoott yyiieellddiinngg ""ffaallssee"" oonn aapppplliiccaattiioonn ooff

tt
tthhee tteemmppllaattee ccrriitt)) wwiitthh rreessppeecctt ttoo ""bbaasseess"" mmaattcchhiinngg ffoorrmm11,, ffoorrmm22,, .. .. .. .. TThhee ssmmaalllleesstt aavvaaiillaabbllee bbaasseess aarree
aakkeenn aass ddeeffaauulltt.. ((TThhee rreeppllaacceemmeennttss rreepp11,, rreepp22,, .. .. .. wwiillll ssppeecciiffyy ppoollyynnoommiiaall eeqquuaattiioonnss ddeeffiinniinngg aallggeebbrraaiicc

gg
eexxtteennssiioonnss ttoo tthhee ddeeffaauulltt rreeaall iinntteeggeerr ffaaccttoorriizzaattiioonn ffiieelldd..))

NN ff aa cc [[88..1111]]

gg
gg EExx [[77..88]]

CCbb,, CCoo ll [[77..99]]

]PP ff [[ eexxpprr ,, ((ffoorrmm)) ]
yyiieellddss aa ppaarrttiiaall ffrraaccttiioonn ffoorrmm ooff eexxpprr wwiitthh rreessppeecctt ttoo tthhee ""bbaassee"" ffoorrmm..

99..22 EEvvaalluuaattiioonn ooff ssuummss aanndd pprroodduuccttss

SSuumm[[ eexxpprriiiiiiii ,, KK KK vvaarr11iiiiiiii ,, ((lloowweerr11 :: 00)) ,, ((uuppppeerr11 :: vvaarr11)) ,, ((sstteepp11 :: 11)) ,, ((tteesstt11iiiiiiii :: 11)) ,, ((eennddtteesstt11iiiiiiiiiiiiii :: 00)) NN ,, .. .. .. NN ]]
oo

uu
ffoorrmmss tthhee ssuumm ooff tthhee vvaalluueess ooff eexxpprr wwhheenn tthhee ssyymmbboollss vvaarrii ssuucccceessssiivveellyy ttaakkee oonn vvaalluueess ffrroomm lloowweerrii tt
ppppeerrii wwiitthh iinnccrreemmeennttss sstteeppii.. IIff tthhee vvaalluuee ooff tteessttii iiss 00 ,, tthhee ccuurrrreenntt vvaalluuee ooff eexxpprr iiss nnoott iinncclluuddeedd iinn tthhee

ee
cc
ssuumm.. TThhee ssuummmmaattiioonn tteerrmmiinnaatteess iiff pprroojjeeccttiioonn ooff eennddtteessttii oonnttoo tthhee lliisstt {{vvaarrii,,ccuurreexxpprr,,ccuurrssuumm}},, wwhheerr
uurreexxpprr iiss tthhee ccuurrrreenntt vvaalluuee ooff eexxpprr aanndd ccuurrssuumm iiss tthhee ccuurrrreenntt ppaarrttiiaall ssuumm,, yyiieellddss ttrruuee..

]iiiiiiiiiiiii :: 00)) NN ,, .. .. .. NN ]i 1iiiiiii :: 11)) ,, ((eennddtteesstt1i 1iiiiiii ,, ((lloowweerr11 :: 00)) ,, ((uuppppeerr11 :: vvaarr11)) ,, ((sstteepp11 :: 11)) ,, ((tteesstt1i 1iiiiiii ,, KK KK vvaarr1i rPPrr oodd [[ eexxppr
ffoorrmmss tthhee pprroodduucctt ooff tthhee vvaalluueess ooff eexxpprr wwhheenn tthhee ssyymmbboollss vvaarrii ssuucccceessssiivveellyy ttaakkee oonn vvaalluueess ffrroomm lloowweerrii

tt
ttoo uuppppeerrii wwiitthh iinnccrreemmeennttss sstteeppii.. IIff tthhee vvaalluuee ooff tteessttii iiss 00 ,, tthhee ccuurrrreenntt vvaalluuee ooff eexxpprr iiss nnoott iinncclluuddeedd iinn
hhee pprroodduucctt.. TThhee pprroodduucctt tteerrmmiinnaatteess iiff pprroojjeeccttiioonn ooff eennddtteessttii oonnttoo tthhee lliisstt {{vvaarrii,,ccuurreexxpprr,,ccuurrpprroodd}},, wwhheerree

II

ccuurreexxpprr iiss tthhee ccuurrrreenntt vvaalluuee ooff eexxpprr aanndd ccuurrpprroodd iiss tthhee ccuurrrreenntt ppaarrttiiaall pprroodduucctt,, yyiieellddss ttrruuee..

nn mmuullttiippllee ssuummss oorr pprroodduuccttss,, vvaarr11 iiss ttaakkeenn aass tthhee iinnnneerrmmoosstt ssuummmmaattiioonn oorr pprroodduucctt vvaarriiaabbllee..

--
gg
TThhee ddeeffaauulltt uuppppeerrii yyiieelldd iinnddeeffiinniittee ssuummss oorr pprroodduuccttss;; iiff nnoo lloowweerrii iiss ssppeecciiffiieedd,, iitt iiss ttaakkeenn aass aann iinntteerrnnaallllyy
eenneerraatteedd ssyymmbbooll [[22..22]]..

AAfftteerr eeaacchh nneeww tteerrmm iiss aaddddeedd iinn aa ssuumm oorr pprroodduucctt,, aannyy eennddtteessttii iiss aapppplliieedd aass aa tteemmppllaattee ttoo aa lliisstt ccoonnssiissttiinngg ooff

tt
tthhee ccuurrrreenntt vvaalluuee ooff vvaarrii,, tthhee llaasstt tteerrmm aaddddeedd,, aanndd tthhee ccuurrrreenntt ppaarrttiiaall ssuumm oorr pprroodduucctt.. IIff tthhee rreessuulltt iiss ddeetteerrmmiinneedd
oo bbee ttrruuee,, nnoo ffuurrtthheerr tteerrmmss aarree aaddddeedd,, aanndd tthhee ccuurrrreenntt ppaarrttiiaall ssuumm oorr pprroodduucctt iiss ttaakkeenn aass tthhee ccoommpplleettee ssuumm oorr

SS

pprroodduucctt..

uummss aanndd pprroodduuccttss wwiitthh iinnffiinniittee lliimmiittss mmaayy bbee eevvaalluuaatteedd nnuummeerriiccaallllyy wwiitthh aann NN pprroojjeeccttiioonn [[33..44]]..
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nnddeeffiinniittee ssuummss oorr pprroodduuccttss wwhhiicchh ccaannnnoott bbee ppeerrffoorrmmeedd eexxpplliicciittllyy aarree ccoonnvveerrtteedd iinnttoo aa ccaannoonniiccaall ffoorrmm wwiitthh

gg
iinntteerrnnaallllyy--ggeenneerraatteedd ssyymmbboollss ffoorr tthhee vvaarrii..

DDoo [[66..22]]

99..33 SSoolluuttiioonn ooff eeqquuaattiioonnss

]SSoo ll [[ KK eeqqnn11 NN ,, KK ffoorrmm11 NN ,, (( KK eelliimm11 NN )) ]
ttaakkeess tthhee eeqquuaattiioonnss eeqqnn11,, .. .. .. ((rreepprreesseenntteedd aass EEqq pprroojjeeccttiioonnss [[66]])) aanndd yyiieellddss aa lliisstt ooff ssiimmpplliiffiieedd eeqquuaa--

mm
ttiioonnss oorr,, iiff ppoossssiibbllee,, rreeppllaacceemmeennttss ggiivviinngg ssoolluuttiioonnss ffoorr ffoorrmmss mmaattcchhiinngg ffoorrmm11,, .. .. .. aafftteerr eelliimmiinnaattiinngg ffoorrmmss

aattcchhiinngg eelliimm11,, .. .. .. wwhheerree ppoossssiibbllee.. UUnnddeetteerrmmiinneedd ppaarraammeetteerrss iinn ssoolluuttiioonnss aappppeeaarr aass iinnddiicceess iinn tthhee

SS

rreessuullttiinngg lliisstt..

oolluuttiioonnss ffoorr ccllaasssseess ooff eeqquuaattiioonnss mmaayy bbee ddeeffiinneedd bbyy aassssiiggnnmmeennttss ffoorr tthhee rreelleevvaanntt SS oo ll pprroojjeeccttiioonnss [[33..22]].. TThhee
--

tt
aassssiiggnnmmeenntt SS oo ll [[ ff [[ $$ xx ]] == $$ yy ,, $$ xx ]] :: :: SS oo ll [[ $$ xx== ff ii [[ $$ yy ]] ,, $$ xx ]] tthhuuss ddeeffiinneess aann ""iinnvveerrssee"" ffoorr tthhee ""ffuunncc
iioonn"" ff ..

]]

9

gg MMdd ii vv [[99..66

9..44 DDiiffffeerreennttiiaattiioonn aanndd iinntteeggrraattiioonn

AA ""vvaarriiaabbllee"" iiss aann eexxpprreessssiioonn ccoonnttaaiinniinngg aa ssiinnggllee ssyymmbbooll ((eeiitthheerr oonn iittss oowwnn oorr iinn aa pprroojjeeccttiioonn;; iinn tthhee llaatttteerr ccaassee

D

tthhee nneecceessssaarryy JJaaccoobbiiaann ffaaccttoorrss aarree eexxttrraacctteedd))..

D[[ eexxpprr ,, KK vvaarr11 ,, ((nn11 :: 11)) ,, ((pptt11 :: vvaarr11)) NN ,, KK vvaarr22 ,, ((nn22 :: 11)) ,, ((pptt22 :: vvaarr22)) NN .. .. .. ]]
gg

tt
ffoorrmmss tthhee ppaarrttiiaall ddeerriivvaattiivvee ooff eexxpprr ssuucccceessssiivveellyy nnii ttiimmeess wwiitthh rreessppeecctt ttoo tthhee ""vvaarriiaabblleess"" vvaarrii,, eevvaalluuaattiinn
hhee ffiinnaall rreessuulltt aatt tthhee ppooiinntt vvaarrii →→ ppttii..

]DDtt [[ eexxpprr ,, KK vvaarr11 ,, ((nn11 :: 11)) ,, ((pptt11 :: vvaarr11)) NN ,, KK vvaarr22 ,, ((nn22 :: 11)) ,, ((pptt22 :: vvaarr22)) NN .. .. .. ]
ffoorrmmss tthhee ttoottaall ddeerriivvaattiivvee ooff eexxpprr wwiitthh rreessppeecctt ttoo tthhee vvaarriiaabblleess vvaarrii.. DD tt [[ eexxpprr ]] ffoorrmmss tthhee ttoottaall ddiiff--

DD

ffeerreennttiiaall ooff eexxpprr..

eerriivvaattiivveess wwhhiicchh ccaannnnoott bbee ppeerrffoorrmmeedd eexxpplliicciittllyy aarree ccoonnvveerrtteedd iinnttoo aa ccaannoonniiccaall ffoorrmm wwiitthh iinntteerrnnaallllyy--ggeenneerraatteedd

DD

ssyymmbboollss [[22..22]] ffoorr tthhee vvaarrii,, aanndd eexxpplliicciitt vvaalluueess ffoorr nnii aanndd ppttii..

eerriivvaattiivveess mmaayy bbee ddeeffiinneedd bbyy aassssiiggnnmmeennttss ffoorr tthhee rreelleevvaanntt DD oorr DD tt pprroojjeeccttiioonnss..
DD [[ ff [[ $$ xx ,, $$ yy ]] ,, {{ $$ xx ,, 11 ,, $$ zz }} ]] :: gg [[ $$ zz ,, $$ yy ]] ddeeffiinneess tthhee ddeerriivvaattiivvee ooff tthhee ""ffuunnccttiioonn"" ff wwiitthh rreessppeecctt ttoo iittss
ffiirrsstt ""aarrgguummeenntt""..

IInn DD pprroojjeeccttiioonnss,, ddiissttiinncctt ssyymmbboollss aarree aassssuummeedd iinnddeeppeennddeenntt,, wwhhiillee iinn DD tt pprroojjeeccttiioonnss,, tthheeyy aarree aassssuummeedd ttoo bbee
rr

pp
iinntteerrddeeppeennddeenntt,, uunnlleessss tthhee ccoorrrreessppoonnddiinngg ddeerriivvaattiivvee hhaass eexxpplliicciittllyy bbeeeenn aassssiiggnneedd tthhee vvaalluuee 00 .. SSyymmbboollss oo
rroojjeeccttiioonnss ccaarrrryyiinngg tthhee pprrooppeerrttyy CCoo nn ss tt [[44]] aarree aassssuummeedd iinnddeeppeennddeenntt ooff aallll vvaarriiaabblleess..

..NN pprroojjeeccttiioonnss [[33..44]] yyiieelldd wwhheenn ppoossssiibbllee nnuummeerriiccaall vvaalluueess ffoorr ddeerriivvaattiivveess wwiitthh ddeeffiinniittee ppttii

II nn tt [[ eexxpprr ,, KK KK vvaarr11 ,, ((lloowweerr11)) ,, ((uuppppeerr11 :: vvaarr11)) NN .. .. .. NN ,, (( KK iitteerrmm11 NN )) ]]
,,

..
ffoorrmmss tthhee iinntteeggrraall ooff eexxpprr ssuucccceessssiivveellyy wwiitthh rreessppeecctt ttoo tthhee vvaarriiaabblleess vvaarr11,, .. .. .. bbeettwweeeenn tthhee lliimmiittss lloowweerr11
.. .. aanndd uuppppeerr11,, .. .. .. .. TThhee ddeeffaauulltt uuppppeerrii yyiieelldd iinnddeeffiinniittee iinntteeggrraallss;; iiff nnoo lloowweerrii iiss ssppeecciiffiieedd,, iitt iiss ttaakkeenn aass

AA

aann iinntteerrnnaallllyy--ggeenneerraatteedd ssyymmbbooll [[22..22]]..

nnyy iinntteeggrraall wwhhoossee iinnddeeffiinniittee ffoorrmm iinnvvoollvveess oonnllyy eelleemmeennttaarryy aarriitthhmmeettiicc [[88..22]] aanndd ttrraannsscceennddeennttaall [[88..55]] ffuunncc--

II

ttiioonnss iiss ppeerrffoorrmmeedd eexxpplliicciittllyy.. AAnnyy iitteerrmmii aarree ttaakkeenn aass ccaannddiiddaattee aaddddiittiioonnaall tteerrmmss iinn tthhee iinntteeggrraall..

nntteeggrraallss wwhhiicchh ccaannnnoott bbee ppeerrffoorrmmeedd eexxpplliicciittllyy aarree ccoonnvveerrtteedd iinnttoo aa ccaannoonniiccaall ffoorrmm wwiitthh iinntteerrnnaallllyy--ggeenneerraatteedd

II

ssyymmbboollss ffoorr tthhee vvaarrii..

nntteeggrraallss mmaayy bbee ddeeffiinneedd bbyy aassssiiggnnmmeennttss ffoorr tthhee rreelleevvaanntt II nn tt pprroojjeeccttiioonnss..

NN

AAllll ddiissttiinncctt ssyymmbboollss aarree aassssuummeedd iinnddeeppeennddeenntt..

pprroojjeeccttiioonnss [[33..44]] yyiieelldd wwhheenn ppoossssiibbllee nnuummeerriiccaall vvaalluueess ffoorr iinntteeggrraallss wwiitthh ddeeffiinniittee lliimmiittss lloowweerrii aanndd uuppppeerrii..
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9..55 SSeerriieess aapppprrooxxiimmaattiioonnss aanndd lliimmiittss

,PPss [[ ((eexxpprr :: 11)) ,, KK vvaarr11 NN ,, KK pptt11 NN ,, KK KK ((ssoorrdd11 :: 00)) ,, oorrdd11 NN NN ,
((sseerr :: {{ [[ ssoorrdd11 ]] :: 00 ,, .. .. .. ,, [[ -- 11 ]] :: 00 ,, [[ 00 ]] :: 11 ,, [[ 11 ]] :: 00 ,, .. .. .. ,, [[ oorrdd11 ]] :: 00 }})) ]]

ss
pp
PPoowweerr ((TTaayylloorr--LLaauurreenntt)) sseerriieess iinn vvaarr11,, .. .. .. aabboouutt tthhee ppooiinnttss pptt11,, .. .. .. ttoo aatt mmoosstt oorrddeerr oorrdd11,, .. .. .. .. TTeerrmm
rrooppoorrttiioonnaall ttoo vvaarr11ˆ̂jj11 vvaarr22ˆ̂jj22 .. .. .. aarree ggiivveenn wwhheenn jj11,, jj22,, .. .. .. lliiee wwiitthhiinn aa ssiimmpplleexx wwiitthh vveerrttiicceess

pp
((ddjjii::ssoorrddii)),, ((jj11::oorrdd11,, jjii::ssoorrddii)),, ((jj22::oorrdd22,, jjii::ssoorrddii)),, .. .. .. .. sseerr [[ ii ]] ggiivveess tthhee ccooeeffffiicciieenntt ooff vvaarr11 ˆ̂ ii iinn tthhee
oowweerr sseerriieess.. CCoommppoossiittiioonn ooff aa ffuunnccttiioonn ff wwiitthh aa ppoowweerr sseerriieess wwiillll bbee ccaarrrriieedd oouutt oonnllyy iiff ff ccaarrrriieess tthhee

R

pprrooppeerrttyy LLdd ii ss tt ..

Raa [[ eexxpprr ,, vvaarr ,, pptt ,, KK ddeeggnn ,, ((ddeeggdd :: ddeeggnn)) NN ,, ((ccrriittiiiiii :: $$11==ddeeggnn&&$$22==ddeeggdd)) ,,
]

RR
((sseerrnn :: {{ [[ 00 ]] :: 11 ,, .. .. .. ,, [[ ddeeggnn ]] :: 00 }})) ,, ((sseerrdd :: {{ [[ 00 ]] :: 11 ,, .. .. .. ,, [[ ddeeggdd ]] :: 00 }})) ]

aattiioonnaall ((PPaaddee)) aapppprrooxxiimmaannttss iinn vvaarr aabboouutt tthhee ppooiinntt pptt,, ttoo aatt mmoosstt oorrddeerr ddeeggnn iinn nnuummeerraattoorr aanndd ddeeggdd iinn
ee

tt
ddeennoommiinnaattoorr sseerriieess.. AAllll oorrddeerr ((mm,,nn)) aapppprrooxxiimmaannttss wwiitthh mm++nn<<ddeeggnn++ddeeggdd ssuucchh tthhaatt aapppplliiccaattiioonn ooff tthh
eemmppllaattee ccrriitt ttoo mm,,nn yyiieellddss ""ttrruuee"" aarree ggiivveenn ((iinn aa lliisstt iiff nneecceessssaarryy)).. sseerrnn [[ ii ]] iiss tthhee ccooeeffffiicciieenntt ooff vvaarr ˆ̂ ii iinn

C

tthhee nnuummeerraattoorr sseerriieess,, aanndd sseerrdd [[ jj ]] ooff vvaarr ˆ̂ jj iinn tthhee ddeennoommiinnaattoorr..

Cff [[ eexxpprr ,, ((vvaarr :: 11)) ,, ((pptt :: 00)) ,, KK ((ssoorrdd :: 00)) ,, ((oorrdd :: 00)) NN ,, ((sseerr :: {{ [[ 00 ]] :: 11 ,, [[ 11 ]] :: 00 ,, .. .. .. ,, [[ oorrdd ]] :: 00 }})) ]]
ee

ii
CCoonnttiinnuueedd ffrraaccttiioonn aapppprrooxxiimmaattiioonn iinn vvaarr aabboouutt tthhee ppooiinntt pptt.. sseerr [[ ii ]] ggiivveess tthhee ccooeeffffiicciieenntt ooff vvaarr iinn tthh
tthh ppaarrttiiaall qquuoottiieenntt ooff tthhee ccoonnttiinnuueedd ffrraaccttiioonn..

eexxpprr ggiivveess aann oovveerraallll ffaaccttoorr ffoorr tthhee sseerriieess.. IInnppuutt PP ss ,, RRaa aanndd CC ff pprroojjeeccttiioonnss aarree ssiimmpplliiffiieedd ssoo tthhaatt aallll ppoossssii--

AA

bbllee tteerrmmss aarree ttrraannssffeerrrreedd ffrroomm eexxpprr ttoo ccooeeffffiicciieennttss iinn tthhee sseerriieess sseerrkk..

rriitthhmmeettiicc aanndd mmaatthheemmaattiiccaall ooppeerraattiioonnss aanndd ssuubbssttiittuuttiioonnss ((ccoommppoossiittiioonnss)) mmaayy bbee ppeerrffoorrmmeedd oonn sseerriieess aapppprrooxxii--

A

mmaattiioonnss:: tthhee rreessuullttss aarree ttaakkeenn ttoo tthhee hhiigghheesstt ppeerrmmiissssiibbllee oorrddeerr..

Axx [[ eexxpprr ]]
yyiieellddss aann oorrddiinnaarryy eexxpprreessssiioonn oobbttaaiinneedd bbyy ttrruunnccaattiinngg aallll hhiigghheerr oorrddeerr tteerrmmss iinn tthhee sseerriieess aapppprrooxxiimmaattiioonn

II

eexxpprr..

ff tthhee eexxpprreessssiioonn eexxpprr iinn PP ss ,, RRaa aanndd CC ff iiss aa sseerriieess aapppprrooxxiimmaattiioonn,, iitt iiss ccoonnvveerrtteedd ttoo tthhee ssppeecciiffiieedd ffoorrmm,,

SS

mmaaiinnttaaiinniinngg tthhee hhiigghheesstt ppeerrmmiissssiibbllee oorrddeerr..

eerriieess aapppprrooxxiimmaattiioonnss mmaayy bbee ddeeffiinneedd bbyy aassssiiggnnmmeennttss ffoorr PP ss pprroojjeeccttiioonnss..

ee
PP ss [[ ee xx pp [[ $$ xx ]] ,, $$ xx ,, 00 ,, $$ nn ]] :: PP ss [[ 11 ,, $$ xx ,, 00 ,, $$ nn ,, {{ [[ $$ ii ]] :: 11 // $$ ii !! }} ]] ddeeffiinneess tthhee ppoowweerr sseerriieess ffoorr tthhee
xxppoonneennttiiaall ffuunnccttiioonn aarroouunndd tthhee oorriiggiinn.. RRaa aanndd CC ff uussee aassssiiggnnmmeennttss mmaaddee ffoorr PP ss pprroojjeeccttiioonnss..

L

NNuummeerriiccaall vvaalluueess ffoorr sseerriieess aapppprrooxxiimmaattiioonnss aarree oobbttaaiinneedd uussiinngg NN..

L iimm[[ eexxpprr ,, vvaarr ,, pptt ]]
ffoorrmmss tthhee lliimmiitt ooff eexxpprr aass vvaarr tteennddss ttoo pptt.. AA sseeqquueennccee ooff PP ss pprroojjeeccttiioonnss ooff iinnccrreeaassiinngg oorrddeerr iiss ffoorrmmeedd

9

uunnttiill aa ddeeffiinniittee lliimmiitt iiss ffoouunndd..

9..66 MMaattrriixx aanndd eexxpplliicciitt tteennssoorr mmaanniippuullaattiioonn

iiiiiii ,, lliisstt11 ,, lliisstt22 ,, .. .. .. ]]i pOOuu tt ee rr [[ tteemmp
ffoorrmmss tthhee ggeenneerraalliizzeedd oouutteerr ""pprroodduucctt"" ooff tthhee lliissttss lliisstt11,, lliisstt22,, .. .. .. wwiitthh rreessppeecctt ttoo tthhee tteemmppllaattee tteemmpp.. IIff

OO
eennttrriieess iinn tthhee lliissttss tt aanndd uu aarree ssppeecciiffiieedd aass tt [[ ii 11 ,, ii 22 ,, .. .. ,, ii kk ]] aanndd uu [[ jj 11 ,, jj 22 ,, .. .. ,, jj kk ]] tthheenn

uu tt ee rr [[ ff ,, tt ,, uu ]] iiss aa lliisstt wwhhoossee eennttrriieess aarree ggiivveenn bbyy

I

AApp [[ ff ,, {{ tt [[ ii 11 ,, ii 22 ,, .. .. ,, ii kk ]] ,, uu [[ jj 11 ,, jj 22 ,, .. .. ,, jj kk ]] }} ]] ..

I nnnnee rr [[ ((tteemmpp11iiiiiiiiii ::MMuu ll tt )) ,, lliisstt11 ,, lliisstt22 ,, ((tteemmpp22iiiiiiiiii :: PP ll uu ss )) ]]
..

gg
ffoorrmmss tthhee ggeenneerraalliizzeedd iinnnneerr ""pprroodduucctt"" ooff lliisstt11 aanndd lliisstt22 wwiitthh rreessppeecctt ttoo tthhee tteemmppllaatteess tteemmpp11,, tteemmpp22

DDoo tt [[88..22]]

TTrr aann ss [[ lliisstt ,, ((lleevvss :: 22)) ,, ((tteemmppiiiiiiii :: EEqq)) ]]
yyiieellddss aa lliisstt oobbttaaiinneedd ffrroomm lliisstt bbyy ttrraannssppoossiinngg eennttrriieess bbeettwweeeenn ttwwoo lleevveellss ssppeecciiffiieedd bbyy lleevvss ((tthhee nnii aarree
ppoossiittiivvee iinntteeggeerrss))::
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nn 11 aanndd nn

{{nn11,,nn22}} nn11 aanndd nn22

aanndd aappppllyyiinngg tthhee tteemmppllaattee tteemmpp ttoo eeaacchh eennttrryy ooff tthhee rreessuullttiinngg lliisstt..

iiiiiii :: PP ll uu ss )) ]]i pTTrr [[ lliisstt ,, ((tteemmp
tthhee ggeenneerraalliizzeedd ttrraaccee oobbttaaiinneedd bbyy aappppllyyiinngg tteemmpp ttoo tthhee sseett ooff eennttrriieess iinn lliisstt wwhhoossee iinnddiicceess aarree aallll eeqquuaall..

SS ii gg [[ lliisstt ,, ((bbaassee :: {{11 ,, 22 ,, 33 ,, .. .. ..}})) ]]
tthhee ssiiggnnaattuurree ooff tthhee ppeerrmmuuttaattiioonn bbeettwweeeenn bbaassee aanndd lliisstt ((00 iiff nnoo ppeerrmmuuttaattiioonn ssuuffffiicceess)).. ((IIff bbaassee iiss oommiitt--

gg
tteedd,, eennttrriieess ooff lliisstt mmaayy aappppeeaarr ddiirreeccttllyy aass ffiilltteerrss ffoorr SS ii gg))..

AAss yymm [[77..77]]

DDee tt [[ lliisstt ]]
tthhee ddeetteerrmmiinnaanntt ooff aa ""ffuullll"" lliisstt..

MMii nnvv [[ lliisstt ]]
tthhee iinnvveerrssee ooff aa nnoonn--ssiinngguullaarr mmaattrriixx rreepprreesseenntteedd bbyy lliisstt..

MMdd ii vv [[ lliisstt11 ,, lliisstt22 ]]
yyiieellddss aa mmaattrriixx mmaatt ssuucchh tthhaatt lliisstt22 .. mmaatt iiss eeqquuaall ttoo lliisstt11..

TTrr ii aanngg [[ lliisstt ]]
ggiivveess tthhee ttrriiaanngguullaarriizzeedd ffoorrmm ooff aa mmaattrriixx rreepprreesseenntteedd bbyy lliisstt..

EE ii gg [[ lliisstt ]]
yyiieellddss aa lliisstt ooff eeiiggeennvvaalluueess aanndd nnoorrmmaalliizzeedd eeiiggeennvveeccttoorrss ffoorr tthhee mmaattrriixx lliisstt..

SS iimmtt rr aann [[ lliisstt ]]
yyiieellddss tthhee ssiimmiillaarriittyy ttrraannssffoorrmmaattiioonn mmaattrriixx nneecceessssaarryy ttoo ppllaaccee lliisstt iinn ddiiaaggoonnaall oorr JJoorrddaann ccaannoonniiccaall ffoorrmm..
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1100.. NNoonn--ccoommppuuttaattiioonnaall ooppeerraattiioonnss

L

1100..11 IInnppuutt aanndd oouuttppuutt ooppeerraattiioonnss

Lpprr [[ eexxpprr ,, ((ffiilleessppeecc :: TTee rrmmii nnaa ll )) ]]
pprriinnttss eexxpprr ttoo tthhee ffiillee ssppeecciiffiieedd bbyy ffiilleessppeecc [[1100..33]] iinn aa ddiirreecctt lliinneeaarr ffoorrmmaatt ssuuiittaabbllee ffoorr uussee aass iinnppuutt aanndd

((
iinn wwhhiicchh llaabbeelllliinngg ooff ppaarrttss iiss mmaanniiffeesstt [[22..1100]].. TThhee ddeeffaauulltt ffiilleessppeecc iiss tthhee ssttaannddaarrdd iinnppuutt//oouuttppuutt mmeeddiiuumm
uussuuaallllyy tthhee tteerrmmiinnaall)).. LLpp rr yyiieellddss NNuu ll ll aass aann iimmaaggee..

PPrr [[ eexxpprr11 ,, ((eexxpprr22 ,, .. .. ..)) ]]
pprriinnttss eexxpprr11,, eexxpprr22,, .. .. .. iinn ttuurrnn ((sseeppaarraatteedd bbyy ttaabbss)) wwiitthh ssttaannddaarrdd ttwwoo--ddiimmeennssiioonnaall ffoorrmmaatt [[22..1122]],, aanndd
yyiieellddss tthhee llaasstt eexxpprrii aass aann iimmaaggee..

]]
gg
gg PP rr [[44

FFmmtt [[1100..11]]

PPrrhh [[ eexxpprr11iiiiiiiiii ,, ((eexxpprr22iiiiiiiiii ,, .. .. ..)) ]]
pprriinnttss tthhee uunnssiimmpplliiffiieedd ffoorrmmss ooff tthhee eexxpprrii..

]iiiiiiiiiii ::NNuu ll ll )) ]i lRRdd [[ ((pprroommpptt ::NNuu ll ll )) ,, ((ffiilleessppeecc :: TTee rrmmii nnaa ll )) ,, ((eeooffvvaal
pprriinnttss tthhee eexxpprreessssiioonn pprroommpptt,, tthheenn rreeaaddss aanndd ssiimmpplliiffiieess oonnee lliinnee ooff iinnppuutt ((tteerrmmiinnaatteedd bbyy ⊂⊂ nneewwlliinnee⊃⊃ )) ffrroomm

yy
tt
tthhee ffiillee ssppeecciiffiieedd bbyy ffiilleessppeecc [[1100..33]].. TThhee ddeeffaauulltt iiss iinnppuutt ffrroomm tthhee ssttaannddaarrdd iinnppuutt//oouuttppuutt mmeeddiiuumm ((uussuuaallll
hhee tteerrmmiinnaall)).. RRdd yyiieellddss tthhee vvaalluuee eeooffvvaall iiff iitt eennccoouunntteerrss tthhee eenndd ooff tthhee ffiillee..

iiiiiiiiiii ::NNuu ll ll )) ]]i lRRddhh [[ ((pprroommpptt ::NNuu ll ll )) ,, ((ffiilleessppeecc :: TTee rrmmii nnaa ll )) ,, ((eeooffvvaal
pprriinnttss tthhee eexxpprreessssiioonn pprroommpptt,, tthheenn rreeaaddss oonnee lliinnee ooff iinnppuutt ffrroomm tthhee ffiillee ffiilleessppeecc [[1100..33]] aanndd yyiieellddss iittss

..
RR
""hheelldd"" [[33..55]] ffoorrmm.. TThhee ddeeffaauulltt iiss iinnppuutt ffrroomm tthhee ssttaannddaarrdd iinnppuutt//oouuttppuutt mmeeddiiuumm ((uussuuaallllyy tthhee tteerrmmiinnaall))

ddhh yyiieellddss tthhee vvaalluuee eeooffvvaall iiff iitt eennccoouunntteerrss tthhee eenndd ooff tthhee ffiillee..

FFmmtt [[ ((pprrssppeecc ::NNuu ll ll )) ,, eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, .. .. .. ]]
wwhheenn oouuttppuutt pprriinnttss tthhee eexxpprrii iinn aa ffoorrmmaatt ssppeecciiffiieedd bbyy pprrssppeecc::

NNuu ll ll eexxpprr11 ffoolllloowweedd iimmmmeeddiiaatteellyy bbyy eexxpprr22,, .. .. .. ..

ppoossiittiivvee iinntteeggeerr nn eexxpprr11 ffoolllloowweedd aafftteerr nn bbllaannkk ssppaacceess bbyy eexxpprr22,, .. .. .. ..

nneeggaattiivvee iinntteeggeerr -- nn eexxpprr11,, eexxpprr22,, .. .. .. pprriinntteedd iinn ttaabbuullaarr ffoorrmmaatt,, wwiitthh ttaabb ppoossiittiioonnss eevveerryy nn

lliisstt

ssppaacceess..

eexxpprrii aappppeeaarr wwiitthh hhoorriizzoonnttaall aanndd vveerrttiiccaall ooffffsseettss ddeeffiinneedd bbyy pprrssppeecc [[ ii ]] ,,

aa
aaccccoorrddiinngg ttoo KK hhoorrii ,, vveerrii NN .. eexxpprrii wwiitthh eeqquuaall hhoorriizzoonnttaall oorr vveerrttiiccaall ooffffsseettss
rree aalliiggnneedd.. TThhoossee wwiitthh llaarrggeerr hhoorriizzoonnttaall ooffffsseettss aarree ffuurrtthheerr ttoo tthhee rriigghhtt,,

pp
aanndd tthhoossee wwiitthh llaarrggeerr vveerrttiiccaall ooffffsseettss aarree hhiigghheerr uupp.. IIff nnoo eennttrryy eexxiissttss iinn
rrssppeecc ffoorr aa ppaarrttiiccuullaarr eexxpprrii,, iitt aappppeeaarrss iimmmmeeddiiaatteellyy ttoo tthhee rriigghhtt ooff tthhee llaasstt

tt
pprriinntteedd eexxpprreessssiioonn.. AA hhoorriizzoonnttaall oorr vveerrttiiccaall ooffffsseett II nn ff ssppeecciiffiieess aa ppoossii--
iioonn ttoo tthhee rriigghhtt oorr aabboovvee aallll ootthheerr eexxpprreessssiioonnss..

PPrr ss ii zz ee [[ eexxpprr ]]
yyiieellddss aa lliisstt ooff ttwwoo eelleemmeennttss,, tthhee nnuummbbeerr ooff hhoorriizzoonnttaall cchhaarraacctteerr ppoossiittiioonnss aanndd tthhee nnuummbbeerr ooff vveerrttiiccaall

S

cchhaarraacctteerr ppoossiittiioonnss ooccccuuppiieedd bbyy tthhee pprriinntteedd ffoorrmm ooff eexxpprr..

Sxx [[ cccciiii ,, {{xx11 ,, xx22 ,, .. .. ..}} ,, ((ccllaassss :: 11)) ,, ((pprreecc :: 11)) ]]
wwhheenn oouuttppuutt pprriinnttss tthhee xxii iinn aassssoocciiaattiioonn wwiitthh ⊂⊂ cccc⊃⊃ wwiitthh aa ssyynnttaaxx aanndd pprreecceeddeennccee ddeeffiinneedd bbyy ccllaassss aanndd

SS

pprreecc aass ssppeecciiffiieedd iinn [[22..1111]]..

ppeecciiaall oouuttppuutt ffoorrmmss mmaayy bbee ddeeffiinneedd bbyy aassssiiggnniinngg aa ssuuiittaabbllee pprriinnttiinngg ffoorrmmaatt aass tthhee vvaalluuee ooff iiss [[ PP rr ]] [[44]]..
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100..22 GGrraapphhiiccaall oouuttppuutt

GGrr aapphh [[ KK KK ((xx11)) ,, yy11 ,, ((zz11)) NN NN ,, KK uu ,, ((vv)) NN ,, KK uummiinn ,, ((vvmmiinn)) NN ,, KK uummaaxx ,, ((vvmmaaxx)) NN ,,

KK
KK ffoorrmm11 NN ,, KK ((xxvv :: 00)) ,, ((yyvv :: 00)) ,, ((zzvv :: II nn ff )) NN ,, KK uupptt ,, ((vvpptt)) NN ,,
(( KK ((xxmmiinn)) ,, xxmmaaxx NN )) ,, KK ((yymmiinn)) ,, yymmaaxx NN ,, (( KK ((zzmmiinn)) ,, zzmmaaxx NN )) NN ]]

ll
vv
ggeenneerraatteess aa PP ll oo tt pprroojjeeccttiioonn wwhhiicchh pprriinnttss aass aa pplloott ooff ccuurrvveess oorr ssuurrffaacceess ddeeffiinneedd bbyy tthhee nnuummeerriiccaa
aalluueess ooff xxii,, yyii aanndd zzii aass ffuunnccttiioonnss ooff tthhee ppaarraammeetteerrss uu aanndd vv,, bbeettwweeeenn uummiinn aanndd uummaaxx ((wwiitthh uupptt ssaamm--

--
dd
pplleess)),, aanndd vvmmiinn aanndd vvmmaaxx ((wwiitthh vvpptt ssaammpplleess)).. xxvv,, yyvv,, zzvv ssppeecciiffyy tthhee ppooiinntt ooff oobbsseerrvvaattiioonn ffoorr tthhrreeee
iimmeennssiioonnaall pplloottss ((ccoonnttoouurr pplloottss bbyy ddeeffaauulltt)).. TThhee ffoorrmmii ddeeffiinnee tthhee ssttyyllee ooff ccuurrvveess ppllootttteedd:: iinntteeggeerr ccooddeess

bb
ggiivvee ssttaannddaarrdd ccuurrvvee ssttyylleess;; ootthheerr ffoorrmmii aarree pprriinntteedd eexxpplliicciittllyy oonn tthhee ccuurrvveess.. OOnnllyy ppooiinnttss iinn tthhee rreeggiioonn
oouunnddeedd bbyy xxmmiinn,, xxmmaaxx,, yymmiinn,, yymmaaxx,, zzmmiinn,, zzmmaaxx aarree ppllootttteedd..

PP ll oo tt [[ pplliisstt ,, KK ((xxvv :: 00)) ,, ((yyvv :: 00)) ,, ((zzvv :: II nn ff )) NN ,,
KK (( KK ((xxmmiinn)) ,, xxmmaaxx NN )) ,, KK ((yymmiinn)) ,, yymmaaxx NN ,, (( KK ((zzmmiinn)) ,, zzmmaaxx NN )) ]]

--
nn
pprriinnttss aass aa pplloott ccoonnttaaiinniinngg ppooiinnttss,, lliinneess,, ccuurrvveess,, ssuurrffaacceess aanndd rreeggiioonnss ssppeecciiffiieedd iinn pplliisstt.. RRaannggeess ooff ccoooorrddii
aatteess ddeeffaauulltt ttoo iinncclluuddee aallll ffoorrmmss ggiivveenn iinn pplliisstt.. xxmmiinn,, xxmmaaxx,, .. .. .. ddeeffiinnee bboouunnddaarriieess ooff tthhee rreeggiioonn iinn

--
ll
wwhhiicchh ppooiinnttss aarree ppllootttteedd.. IInn ttwwoo--ddiimmeennssiioonnaall pplloottss,, ffoorrmmss ggiivveenn llaatteerr iinn pplliisstt oovveerrwwrriittee tthhoossee ggiivveenn eeaarr
iieerr wwhheenn tthheeyy oovveerrllaapp.. IInn tthhrreeee ((aanndd hhiigghheerr)) ddiimmeennssiioonnss,, eexxpplliicciitt iinntteerrsseeccttiioonnss aanndd ppeerrssppeeccttiivvee aarree uusseedd..

PP ll oo tt [[ ]] cclleeaarrss tthhee pplloottttiinngg aarreeaa.. ((IImmpplleemmeennttaattiioonn ddeeppeennddeenntt))

::

P

TThhee lliisstt pplliisstt ((wwhhoossee ssuubblliissttss aarree ffllaatttteenneedd [[77..77]])) ccoonnttaaiinnss

P tt [[ {{xx ,, yy ,, ((zz))}} ,, ((ffoorrmm)) ,, (( KK ((cc11 :: zz)) NN )) ]]
rreepprreesseennttss aa ppooiinntt wwiitthh ccoooorrddiinnaatteess xx,, yy aanndd zz,, ttoo bbee pprriinntteedd aass ffoorrmm.. AAddddiittiioonnaall ccoooorrddiinnaatteess ccii

cc
mmaayy bbee uusseedd ttoo ddeeffiinnee ccoonnttoouurrss oonn ssuurrffaacceess.. WWhheenn ffoorrmm ddooeess nnoott pprriinntt aass aa ssiinnggllee cchhaarraacctteerr,, tthhee
oooorrddiinnaatteess aarree ttaakkeenn ttoo ssppeecciiffyy iittss lloowweerr lleefftt ccoorrnneerr..

LL ii nnee [[ ppttlliisstt ,, ((ffoorrmm)) ]]
rreepprreesseennttss aa ssuucccceessssiioonn ooff ssttrraaiigghhtt lliinneess bbeettwweeeenn tthhee ppooiinntt ssppeecciiffiieedd bbyy PP tt pprroojjeeccttiioonnss iinn tthhee lliisstt

C

ppttlliisstt:: ffoorrmm ssppeecciiffiieess tthhee ssttyyllee ooff lliinnee..

Cuurr vv ee [[ ppttlliisstt ,, ((ffoorrmm)) ]]
rreepprreesseennttss aa ssmmooootthh ccuurrvvee tthhrroouugghh tthhee ppooiinnttss ssppeecciiffiieedd bbyy PP tt pprroojjeeccttiioonnss iinn tthhee lliisstt ppttlliisstt:: ffoorrmm

S

ssppeecciiffiieess tthhee ssttyyllee ooff ccuurrvvee..

Suurr ff [[ ppttlliisstt ,, ((ffoorrmm)) ]]
rreepprreesseennttss aa tthhrreeee--ddiimmeennssiioonnaall ssuurrffaaccee ssppaannnneedd bbyy ppooiinnttss ssppeecciiffiieedd bbyy PP tt pprroojjeeccttiioonnss iinn ppttlliisstt..

A

TThhee ssuurrffaaccee iiss rruulleedd wwiitthh ccoonnttoouurr lliinneess aatt iinntteeggeerr ssppaacciinnggss iinn eeaacchh ooff tthhee aaddddiittiioonnaall ccoooorrddiinnaatteess ccii..

Axx ee ss [[ {{((xx :: 00)) ,, ((yy :: 00)) ,, ((zz :: 00))}} ,, {{((xxtteemmppiiiiiiiiii)) ,, ((yytteemmppiiiiiiiiii)) ,, ((zztteemmppiiiiiiiiii))}} ]]
ee

aa
rreepprreesseennttss aa llaabbeelllleedd sseett ooff oorrtthhooggoonnaall aaxxeess iinntteerrsseeccttiinngg aatt PP tt [[ xx ,, yy ,, zz ]] .. xxtteemmpp iiss aa tteemmppllaatt
pppplliieedd ttoo xxmmiinn aanndd xxmmaaxx ttoo oobbttaaiinn aa lliisstt ooff xx vvaalluueess aatt wwhhiicchh tthhee xx aaxxiiss iiss ttoo bbee llaabbeelllleedd.. yytteemmpp

aa
hh
aanndd zztteemmpp aarree aannaallooggoouuss tteemmppllaatteess ffoorr tthhee yy aanndd zz aaxxeess.. IIff xxtteemmpp,, yytteemmpp,, zztteemmpp aarree oommiitttteedd,,
eeuurriissttiicc pprroocceedduurree iiss uusseedd..

..

1

HHiigghh--rreessoolluuttiioonn ggrraapphhiiccss oouuttppuutt iiss ggeenneerraatteedd iiff aa ssuuiittaabbllee ddeevviiccee iiss aavvaaiillaabbllee

100..33 FFiillee iinnppuutt aanndd oouuttppuutt

IInn pprroojjeeccttiioonnss wwhhiicchh ppeerrffoorrmm iinnppuutt//oouuttppuutt ooppeerraattiioonnss,, aa ffiillee iiss ssppeecciiffiieedd bbyy aa ffiilleessppeecc ffiilltteerr ooff tthhee ffoorrmm
tt

cc
{{ffiillee ,, ((lliinneess)) ,, ((ffoorrmmaatt))}}.. lliinneess aanndd ffoorrmmaatt mmaayy bbee uusseedd ttoo ssppeecciiffyy ppoorrttiioonnss ooff ffiillee oorr ttoo ssppeecciiffyy oouuttppuutt ffoorrmmaa
hhaarraacctteerriissttiiccss ffoorr ffiillee.. IIff lliinneess aanndd ffoorrmmaatt aarree oommiitttteedd,, ffiilleessppeecc mmaayy bbee ggiivveenn ssiimmppllyy aass ffiillee,, wwiitthhoouutt bbrraacceess;;

ff

hhoowweevveerr,, aa lliisstt ooff ssuucchh ffiillee ssppeecciiffiiccaattiioonnss mmuusstt bbee nneesstteedd aass {{ {{ffiillee11}} ,, {{ffiillee22}} ,, .. .. ..}}..

iillee iiss ggiivveenn aass aa ssiinnggllee ssyymmbbooll,, eenncclloosseedd iinn "" "" iiff nneecceessssaarryy [[22..22]]..

ee
ff
lliinneess mmaayy bbee ggiivveenn aass nn,, iiddeennttiiffyyiinngg tthhee nntthh lliinnee ooff tthhee ffiillee;; aass --nn,, iiddeennttiiffyyiinngg tthhee nntthh lliinnee ffrroomm tthhee eenndd ooff tthh
iillee;; oorr aass {{nn11 ,, nn22}},, iiddeennttiiffyyiinngg lliinneess nn11 tthhrroouugghh nn22.. IInn iinnppuutt ooppeerraattiioonnss,, {{ffiillee ,, nn}} rreepprreesseennttss tthhee ppoorrttiioonn ooff

tt
oo
ffiillee ffrroomm lliinnee nn ttoo tthhee eenndd ooff tthhee ffiillee.. WWhheenn lliinneess iiss oommiitttteedd,, tthhee ffiilleessppeecc rreepprreesseennttss tthhee eennttiirree ffiillee.. IInn oouuttppuu
ppeerraattiioonnss,, {{ffiillee ,, nn}} ssppeecciiffiieess tthhaatt oouuttppuutt iiss ttoo bbee aappppeennddeedd aafftteerr tthhee nntthh lliinnee ooff ffiillee;; ccoonntteennttss ooff ffiillee ffrroomm lliinnee

nn ttoo tthhee eenndd ooff tthhee ffiillee aarree oovveerrwwrriitttteenn.. WWhheenn lliinneess iiss oommiitttteedd,, oouuttppuutt iiss aappppeennddeedd ttoo ffiillee..
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ss
ff
ffoorrmmaatt,, aa lliisstt ooff tthhee ffoorrmm {{((wwiiddtthh)) ,, ((lleennggtthh)) ,, ((pprrssttyyllee)) ,, ((ttaabbss)) ,, ((ggccooddee))}},, ssppeecciiffiieess oouuttppuutt ffoorrmmaatt cchhaarraacctteerriissttiicc
oorr ffiillee.. AA ddeettaaiilleedd ttrreeaattmmeenntt ooff oouuttppuutt cchhaarraacctteerriissttiiccss mmaayy bbee ffoouunndd iinn [[AA..66]]..

TTee rrmmii nnaa ll
iiss aa ssyysstteemm--ddeeffiinneedd ssyymmbbooll uusseedd ttoo ddeennoottee tthhee ssttaannddaarrdd iinnppuutt//oouuttppuutt mmeeddiiuumm ((uussuuaallllyy tthhee tteerrmmiinnaall))..

<

gg OOpp ee nn [[1100..33]]

<ffiilleessppeecc oorr GGee tt [[ ((ffiilleessppeecc :: TTee rrmmii nnaa ll )) ]]
eenntteerrss ssuubbssiiddiiaarryy mmooddee [[66..33]] aanndd rreeaaddss iinnppuutt uupp ttoo tthhee ffiirrsstt ⊂⊂ iinnppuutt tteerrmmiinnaattiioonn cchhaarraacctteerr⊃⊃ ffrroomm tthhee

rr
ii
ssppeecciiffiieedd ffiillee ffiilleessppeecc.. IIff aammbbiigguuoouuss ssyynnttaaxx [[11..11,, 22]] iiss eennccoouunntteerreedd,, aa mmeessssaaggee iiss pprriinntteedd,, aanndd nnoo ffuurrtthhee
nnppuutt ooccccuurrss.. IIff ffiilleessppeecc iiss ssuucccceessssffuullllyy iinnppuutt,, tthhee pprroojjeeccttiioonn yyiieellddss tthhee llaasstt oouuttppuutt lliinnee ggeenneerraatteedd.. AA

gg
bbllaannkk lliinnee yyiieellddss NNuu ll ll ..

RRdd,, RRddhh [[1100..11]]

gg
gg LLoo aa dd [[1100..77]]

DD ii rr [[1100..66]]

PPuu tt [[ eexxpprr11iiiiiiiiii ,, ((eexxpprr22iiiiiiiiii ,, .. .. ..)) ,, ((ffiilleessppeecc :: TTee rrmmii nnaa ll )) ]]
oouuttppuuttss aassssiiggnnmmeennttss ddeeffiinniinngg vvaalluueess ggiivveenn ffoorr tthhee eexxpprrii ttoo tthhee ssppeecciiffiieedd ffiillee ffiilleessppeecc iinn aa ffoorrmm ssuuiittaabbllee

O

ffoorr ssuubbsseeqquueenntt iinnppuutt..

Oppeenn [[ ((ffiilleessppeecc :: TTee rrmmii nnaa ll )) ,, ((ggccooddee)) ]]
ccaauusseess aallll ssuubbsseeqquueenntt ssttaannddaarrdd aanndd ggrraapphhiiccss [[1100..22]] mmooddee iinnppuutt aanndd oouuttppuutt eexxpprreessssiioonnss ttoo bbee eenntteerreedd iinnttoo

ee
vv
tthhee ssppeecciiffiieedd ffiillee ffiilleessppeecc [[1100..33]].. IIff tthhee ggrraapphhiiccss ccooddee ggccooddee [[AA..66]] iiss ggiivveenn,, iittss vvaalluuee oovveerrrriiddeess aannyy ggccoodd
aalluuee iinn ffiilleessppeecc aanndd mmooddiiffiieess tthhee vvaalluuee ooff iiffiillee [[ FF ii ll ee ]] [[44]] aaccccoorrddiinnggllyy.. TTeerrmmiinnaall hhaarrddwwaarree cchhaarraacc--

C

tteerriissttiiccss [[AA..77]] mmaayy bbee ssppeecciiffiieedd bbyy II nn ii tt [[1100..66]]..

Cll oo ss ee [[ ffiillee11 ,, ffiillee22 ,, .. .. .. ]]
tteerrmmiinnaatteess eennttrryy ooff iinnppuutt aanndd oouuttppuutt eexxpprreessssiioonnss iinnttoo tthhee ssppeecciiffiieedd ffiilleess..

..CC ll oo ss ee [[ ]] ssttooppss tthhee pprriinnttiinngg ooff aannyy oouuttppuutt oonn tthhee ssttaannddaarrdd oouuttppuutt mmeeddiiuumm uunnttiill OOpp ee nn [[ ]] ooccccuurrss

1100..44 DDiissppllaayy ooppeerraattiioonnss

II

((IImmpplleemmeennttaattiioonn ddeeppeennddeenntt))

nn ddiissppllaayy iinnppuutt mmooddee,, tthhee ppooiinntteerr ((oofftteenn aa ddiissppllaayy ccuurrssoorr)) ooff aann iinntteerraaccttiivvee ddiissppllaayy tteerrmmiinnaall mmaayy bbee uusseedd ttoo
rr

ff
llooccaattee aanndd sseelleecctt ppaarrttss ooff ddiissppllaayyeedd eexxpprreessssiioonnss.. TThhee ppooiinntteerr iiss ppoossiittiioonneedd eeiitthheerr tthhrroouugghh aann aannaalloogg ddeevviiccee,, oo
rroomm tthhee tteerrmmiinnaall kkeeyybbooaarrdd:: ⊂⊂ uupp⊃⊃ ⊂ ⊂ ddoowwnn⊃⊃ ⊂ ⊂ lleefftt⊃⊃ aanndd ⊂⊂ rriigghhtt⊃⊃ mmoovvee tthhee ppooiinntteerr oonnee ppoossiittiioonn uupp,, ddoowwnn,, lleefftt

tt
oorr rriigghhtt rreessppeeccttiivveellyy;; ⊂⊂ ttaabb uupp⊃⊃ eettcc.. mmoovvee sseevveerraall ppoossiittiioonnss.. ⊂⊂ sseelleecctt⊃⊃ sseelleeccttss tthhee mmiinniimmaall eexxpprreessssiioonn ccoovveerriinngg
hhee ccuurrrreenntt ppooiinntteerr ppoossiittiioonn aanndd aannyy pprreevviioouuss ppooiinntteerr ppoossiittiioonnss iinnddiiccaatteedd bbyy ⊂⊂ mmaarrkk⊃⊃ .. ⊂⊂ ssccrroollll ffoorrwwaarrdd⊃⊃ aanndd

AA

⊂⊂ ssccrroollll bbaacckk⊃⊃ ddiissppllaayy ssuubbsseeqquueenntt aanndd pprreevviioouuss sseeccttiioonnss ooff oouuttppuutt..

nn II nn ii tt pprroojjeeccttiioonn [[1100..66]] mmaayy bbee uusseedd ttoo ssppeecciiffyy tthhee cchhaarraacctteerr sseeqquueenncceess ttyyppeedd ffrroomm tthhee tteerrmmiinnaall ttoo iinnddii--

gg
ccaattee ⊂⊂ uupp⊃⊃ eettcc.. aanndd tthhee ccoorrrreessppoonnddiinngg cchhaarraacctteerr sseeqquueenncceess sseenntt ttoo tthhee tteerrmmiinnaall ttoo ppeerrffoorrmm tthheessee ooppeerraattiioonnss..

[[AA..77]]

LL[[ eexxpprr ,, ((tteemmpp :: LL ii ss tt )) ]]
eenntteerrss ddiissppllaayy iinnppuutt mmooddee ddiissppllaayyiinngg tthhee eexxpprreessssiioonn eexxpprr aanndd yyiieellddss tthhee rreessuulltt ffrroomm aapppplliiccaattiioonn ooff tthhee

gg
tteemmppllaattee tteemmpp ttoo tthhee sseett ooff ffiilltteerrss ccoorrrreessppoonnddiinngg ttoo tthhee ssuubbeexxpprreessssiioonnss sseelleecctteedd..

AA tt [[77..22]]

1100..55 TTeexxttuuaall ooppeerraattiioonnss

EEdd [[ eexxpprr ,, ((ffiilleessppeecc)) ]]
eenntteerrss eeddiitt mmooddee [[11..77]],, wwiitthh tthhee tteexxttuuaall ffoorrmm ooff eexxpprr,, aass pprriinntteedd bbyy LLpp rr ,, iinn tthhee eeddiitt bbuuffffeerr,, aanndd yyiieellddss

tt
aass aa rreessuulltt tthhee eeddiitteedd eexxpprreessssiioonn.. IIff ffiilleessppeecc [[1100..33]] iiss ggiivveenn,, tthhee ssppeecciiffiieedd ffiillee ((oorr ppoorrttiioonn tthheerreeooff)),, wwiitthh
hhee tteexxttuuaall ffoorrmm ooff eexxpprr aappppeennddeedd,, iiss ppllaacceedd iinn tthhee eeddiitt bbuuffffeerr;; uuppoonn eexxiitt ffrroomm EEdd,, NNuu ll ll iiss rreettuurrnneedd

aanndd tthhee eeddiitteedd tteexxtt iiss wwrriitttteenn bbaacckk ttoo tthhee ffiillee..
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iiiiiii ,, ((ffiilleessppeecc)) ]]i rEEddhh [[ eexxppr
eenntteerrss eeddiitt mmooddee [[11..77]] wwiitthh tthhee tteexxtt ooff aa ppaarrttiiaallllyy ssiimmpplliiffiieedd ffoorrmm [[33..55]] ooff eexxpprr iinn tthhee eeddiitt bbuuffffeerr.. IIff

[[
ffiilleessppeecc [[1100..33]] iiss ggiivveenn,, tthhee ssppeecciiffiieedd ffiillee ((oorr ppoorrttiioonn tthheerreeooff)),, wwiitthh tthhee tteexxtt ooff aa ppaarrttiiaallllyy ssiimmpplliiffiieedd ffoorrmm
33..55]] ooff eexxpprr aappppeennddeedd,, iiss ppllaacceedd iinn tthhee eeddiitt bbuuffffeerr;; uuppoonn eexxiitt ffrroomm EEddhh,, NNuu ll ll iiss rreettuurrnneedd aanndd tthhee

gg
eeddiitteedd tteexxtt iiss wwrriitttteenn bbaacckk ttoo tthhee ffiillee..

EEvv [[33..77]]

MMaakkee [[ ((ssttaarrttiiiiiiii :: ##)) ,, ((eexxpprr :: ((nneexxtt iinntteeggeerr)))) ]]
ggeenneerraatteess aa ssyymmbbooll wwiitthh nnaammee oobbttaaiinneedd bbyy ccoonnccaatteennaattiinngg tthhee tteexxttuuaall ffoorrmm ooff ssttaarrtt wwiitthh tthhee tteexxttuuaall ffoorrmm

E

ooff eexxpprr,, oorr,, bbyy ddeeffaauulltt,, wwiitthh tthhee ssmmaalllleesstt ppoossiittiivvee iinntteeggeerr nneecceessssaarryy ttoo ffoorrmm aa pprreevviioouussllyy uunnuusseedd nnaammee..

Exxpp ll [[ eexxpprr ,, ((nn)) ]]
ggiivveess aa lliisstt ooff nnuummeerriiccaall ccooddeess ffoorr eeaacchh ooff tthhee cchhaarraacctteerrss aappppeeaarriinngg iinn tthhee tteexxttuuaall ffoorrmm ooff eexxpprr ((aass
pprriinntteedd bbyy LLpp rr )).. AA sseeccoonndd ffiilltteerr yyiieellddss tthhee nntthh ccooddee iinn tthhee lliisstt.. CChhaarraacctteerrss aarree nnuummbbeerreedd ffrroomm 00 ttoo
99 44 iinn tthhee oorrddeerr::
00 11 22 33 44 55 66 77 88 99 aa bb cc dd ee ff gg hh ii jj kk llmmnn oo ppqq rr ss tt uu vvwwxx yy zzAABBCCDDEEFFGGHHII JJKKLLMMNNOOPPQQRRSSTTUUVVWWXXYYZZ

NN
##%%$$ ⊂⊂ ssppaaccee⊃⊃ !! ""&&’’ (( )) **++ ,, -- .. // :: ;; <<==>>??@@[[ \\ ]] ˆ̂ ii ‘‘ {{ ee }} ˜̃

eeggaattiivvee iinntteeggeerrss --cc ccoorrrreessppoonndd ttoo aabbssoolluuttee cchhaarraacctteerr ccooddeess cc iinn tthhee nnaattiivvee ssyysstteemm cchhaarraacctteerr sseett..

I

gg [[AA..55]]

Immpp ll [[ KK nn11 ,, nn22 ,, nn33 ,, .. .. .. NN ]]
ggeenneerraatteess aa ssyymmbbooll wwhhoossee nnaammee ccoonnssiissttss ooff tthhee cchhaarraacctteerrss ssppeecciiffiieedd bbyy tthhee nnuummeerriiccaall ccooddeess nn11,, nn22,, nn33,,

1

.. .. .. ..

100..66 EExxtteerrnnaall ooppeerraattiioonnss

II nn ii tt [[ ((ppaarr11 ,, ppaarr22 ,, .. .. ..)) ]]
aassssiiggnnss vvaarriioouuss eexxtteerrnnaall ppaarraammeetteerrss aass ssppeecciiffiieedd iinn [[AA..99]],, aanndd yyiieellddss aa lliisstt ooff tthhee vvaalluueess ooff aallll tthhee

ss
vv
aassssiiggnneedd ppaarraammeetteerrss.. AAnnyy ffiilltteerr oorr ppaarrtt ooff aa ffiilltteerr ggiivveenn aass NNuu ll ll iiss ttaakkeenn ttoo rreepprreesseenntt tthhee pprreevviioouu
aalluuee ooff tthhaatt ffiilltteerr oorr ppaarrtt..

EExx ii tt [[ ((eexxpprr)) ]]
tteerrmmiinnaatteess tthhee ccuurrrreenntt jjoobb,, ppaassssiinngg eexxpprr aass aann ""eexxiitt ccooddee"" [[AA..33]] ttoo tthhee mmoonniittoorr ((sshheellll))..

iiiiiii ,, ((aarrgg11 ,, aarrgg22 ,, .. .. ..)) ]]i rRRuunn [[ eexxppr
eexxeeccuutteess tthhee tteexxttuuaall ffoorrmm ooff eexxpprr ((pprriinntteedd bbyy LLpp rr [[1100..11]])) aass aa mmoonniittoorr ((sshheellll)) ccoommmmaanndd oorr pprrooggrraamm

dd
gg
[[AA..33]],, uussiinngg tthhee tteexxttuuaall ffoorrmmss ooff tthhee aarrggii aass iinnppuutt;; tthhee tteexxtt ooff aannyy oouuttppuutt ggeenneerraatteedd iiss ssiimmpplliiffiieedd aann
iivveenn aass tthhee iimmaaggee..

D

gg [[11..66]]

Dss pp [[ ((ffiillee :: ssmmpp .. oouu tt )) ,, ((sseecctt :: II nn ff )) ]]
::

nn

pprriinnttss tthhee sseeccttiioonn ooff ffiillee ssppeecciiffiieedd bbyy sseecctt

FFiirrsstt nn lliinneess

-- nn LLaasstt nn lliinneess

{{nn11 ,, nn22}} LLiinneess nn11 tthhrroouugghh nn22

HHaa rrdd [[ ((eexxpprr)) ,, ((ccooddee)) ,, ((ggccooddee)) ]]
ggeenneerraatteess aa hhaarrdd ccooppyy ooff eexxpprr oonn tthhee ddeevviiccee ssppeecciiffiieedd bbyy ccooddee.. HHaa rr dd [[ ]] yyiieellddss aa hhaarrdd ccooppyy ooff aallll iinnppuutt

S

aanndd oouuttppuutt eexxpprreessssiioonnss.. GGrraapphhiiccss oouuttppuutt iiss ggiivveenn iiff ppoossssiibbllee..

Saavv ee [[ ((rreecc :: ssmmpp .. oouu tt )) ,, ffiillee ]]
ccrreeaatteess aa ppeerrmmaanneenntt ccooppyy ffiillee ooff tthhee rreeccoorrdd ffiillee rreecc..

SSeenndd [[ ((uunnaammee11 ,, uunnaammee22 ,, .. .. ..)) ]]
eenntteerrss sseenndd mmooddee:: aarrbbiittrraarryy tteexxtt tteerrmmiinnaatteedd bbyy ⊂⊂ iinnppuutt tteerrmmiinnaattiioonn cchhaarraacctteerr⊃⊃ iiss sseenntt ttoo tthhee llooccaattiioonnss oorr

ss
uusseerrss iiddeennttiiffiieedd bbyy uunnaammeeii.. ⊂⊂ bbrreeaakk iinntteerrrruupptt⊃⊃ mmaayy bbee uusseedd ttoo iinncclluuddee SSMMPP eexxpprreessssiioonnss.. SS ee nndd [[ ]]
eennddss tthhee tteexxtt ttoo aa cceennttrraall SSMMPP rreeppoorrtt ffiillee aatt eeaacchh iinnssttaallllaattiioonn..
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Dii rr [[ ddiirr ]]
cchhaannggeess tthhee ddeeffaauulltt ""uusseerr"" ffiillee ddiirreeccttoorryy [[AA..22]] ttoo ddiirr.. DD ii rr [[ ]] rreesseettss ttoo tthhee ddiirreeccttoorryy ggiivveenn aatt iinniittiiaalliizzaa--

1

ttiioonn..

100..77 CCooddee ffiillee iinnppuutt aanndd ggeenneerraattiioonn

C

((IImmpplleemmeennttaattiioonn ddeeppeennddeenntt))

Coonn ss [[ KK KK pprroojj11 NN NN ,, (( KK KK KK pprrooggffiillee11 NN ,, ((llaanngg)) NN NN )) ,, ((ccooddeeffiillee)) ,,

gg
(( KK ssuuppppffiillee11 NN )) ,, (( KK ssyymmssppeecc11 NN )) ,, ((llaanngg)) ]]

eenneerraatteess iiff ppoossssiibbllee ddeeffiinniittiioonnss iinn iinntteerrmmeeddiiaattee llaanngguuaaggee llaanngg ffoorr tthhee pprroojjeeccttoorrss pprroojjii wwhhiicchh aarree ddeeffiinneedd
..

TT
iinn tthhee ccuurrrreenntt SSMMPP sseessssiioonn.. TThheessee ddeeffiinniittiioonnss aarree ccoommppiilleedd ttooggeetthheerr wwiitthh tthhee pprrooggrraamm ffiilleess pprrooggffiilleeii

hhee rreessuullttiinngg mmaacchhiinnee ccooddee,, ttooggeetthheerr wwiitthh tthhee ccooddee ffiilleess ssuuppppffiilleeii,, iiss eeiitthheerr wwrriitttteenn iinnttoo tthhee ccooddee ffiillee
ss

ff
ccooddeeffiillee oorr,, iiff ccooddeeffiillee iiss nnoott ssppeecciiffiieedd,, uusseedd ffoorr tthhee rreemmaaiinnddeerr ooff tthhee SSMMPP sseessssiioonn ttoo eevvaalluuaattee pprroojjeeccttiioonn
rroomm tthhee pprroojjii.. ssyymmssppeeccii [[1100..77]] mmaayy bbee uusseedd ttoo ssppeecciiffyy cchhaarraacctteerriissttiiccss ooff tthhee pprroojjii aanndd ooff ffuunnccttiioonnss iinn

CC

tthhee pprrooggffiilleeii..

oo nn ss rreettuurrnnss aa lliisstt ooff tthhee pprroojjii ffoorr wwhhiicchh ffuunnccttiioonnss wweerree ggeenneerraatteedd..

))
LL
AA CCoo nn ss pprroojjeeccttiioonn iiss eeqquuiivvaalleenntt ttoo aa sseeqquueennccee ooff PP rr oo gg ,, CCoo dd ee ,, aanndd ((iiff nnoo ccooddeeffiillee iiss ssppeecciiffiieedd

oo aa dd pprroojjeeccttiioonnss..
]]

gg
gg PP rr oo gg ,, CCoo dd ee ,, LLoo aa dd [[1100..77

CCoo nn ss [[44]]

PPrr oogg [[ KK KK pprroojj11 NN NN ,, ((pprrooggffiillee :: TTee rrmmii nnaa ll )) ,, (( KK ssyymmssppeecc11 NN )) ,, ((llaanngg)) ]]
dd

ii
ggeenneerraatteess iiff ppoossssiibbllee ddeeffiinniittiioonnss iinn iinntteerrmmeeddiiaattee llaanngguuaaggee llaanngg ffoorr tthhee pprroojjeeccttoorrss pprroojjii wwhhiicchh aarree ddeeffiinnee
nn tthhee ccuurrrreenntt SSMMPP sseessssiioonn;; tthheessee ddeeffiinniittiioonnss aarree wwrriitttteenn ttoo tthhee ffiillee pprrooggffiillee ((tteerrmmiinnaall aass ddeeffaauulltt)).. ssyymm--

ssppeeccii [[1100..77]] mmaayy bbee uusseedd ttoo ssppeecciiffyy cchhaarraacctteerriissttiiccss ooff tthhee pprroojjii..

PP rr oo gg rreettuurrnnss aa lliisstt ooff tthhee pprroojjii ffoorr wwhhiicchh ffuunnccttiioonnss wweerree ggeenneerraatteedd..

gg
PP rr oo gg [[ eexxpprr ,, ((pprrooggffiillee::TTee rrmmii nn aa ll )) ,, ((KK ssyymmssppeecc11 NN)) ,, ((llaanngg)) ]]
eenneerraatteess iiff ppoossssiibbllee ccooddee iinn iinntteerrmmeeddiiaattee llaanngguuaaggee llaanngg ccoorrrreessppoonnddiinngg ttoo eexxpprr..

C

gg CCoo nn ss ,, CCoo dd ee ,, LLoo aa dd [[1100..77]]

Cooddee [[ KK pprroojj11 NN ,, (( KK KK KK pprrooggffiillee11 NN ,, ((llaanngg)) NN NN )) ,, ccooddeeffiillee ,, (( KK ssuuppppffiillee11 NN )) ,, (( KK ssyymmssppeecc11 NN )) ]]
ee

rr
ccoommppiilleess iinntteerrmmeeddiiaattee llaanngguuaaggee ddeeffiinniittiioonnss ffoorr tthhee pprroojjeeccttoorrss pprroojjii iinn tthhee pprrooggrraamm ffiilleess pprrooggffiilleeii;; tthh
eessuullttiinngg mmaacchhiinnee ccooddee,, ttooggeetthheerr wwiitthh tthhee ccooddee ffiilleess ssuuppppffiilleeii,, iiss wwrriitttteenn iinnttoo ccooddeeffiillee,, aa ccooddee ffiillee ssuuiittaabbllee

ss
ii
ffoorr llooaaddiinngg wwiitthh LLoo aa dd oorr CCoo nn ss .. ssyymmssppeeccii [[1100..77]] mmaayy bbee uusseedd ttoo ssppeecciiffyy cchhaarraacctteerriissttiiccss ooff ffuunnccttiioonn
nn tthhee pprrooggffiilleeii..

..CCoo dd ee rreettuurrnnss KK pprroojj11 NN
gg CCoo nn ss ,, PP rr oo gg ,, LLoo aa dd [[1100..77]]

LLooaadd [[ KK pprroojj11 NN ,, ccooddeeffiillee ]]
llooaaddss mmaacchhiinnee ccooddee ddeeffiinniittiioonnss ffoorr tthhee pprroojjeeccttoorrss pprroojjii iinn tthhee ccooddee ffiillee ccooddeeffiillee;; tthheessee ddeeffiinniittiioonnss aarree

LL

uusseedd ffoorr tthhee rreemmaaiinnddeerr ooff tthhee SSMMPP sseessssiioonn ttoo eevvaalluuaattee pprroojjeeccttiioonnss ffrroomm tthhee pprroojjii..

oo aa dd rreettuurrnnss KK pprroojj11 NN..
]]

gg
gg CCoo nn ss ,, PP rr oo gg ,, LLoo aa dd [[1100..77

CCoo nn ss [[44]]

AA pprrooggrraamm ffiillee [[AA..44]] ccoonnttaaiinnss ddeeffiinniittiioonnss iinn aann iinntteerrmmeeddiiaattee ccoommppiillaabbllee llaanngguuaaggee ((ssuucchh aass CC oorr FFOORRTTRRAANN))..

dd
aa
AAnn oobbjjeecctt ffiillee ccoonnttaaiinnss ddeeffiinniittiioonnss iinn tthhee nnaattiivvee mmaacchhiinnee llaanngguuaaggee aanndd iiss ttyyppiiccaallllyy tthhee oouuttppuutt ooff aa ccoommppiilleerr aann
nn aasssseemmbblleerr..

AA ccooddee ffiillee [[AA..44]] iiss aa ffiillee ggeenneerraatteedd bbyy CCoo dd ee oorr CCoo nn ss ccoonnttaaiinniinngg mmaacchhiinnee llaanngguuaaggee ddeeffiinniittiioonnss ttoo eevvaalluuaattee
--

tt
SSMMPP pprroojjeeccttiioonnss iinn aa ffoorrmm ssuuiittaabbllee ffoorr llooaaddiinngg wwiitthh LLoo aa dd oorr CCoo nn ss .. WWhheenn aa ccooddee ffiillee iiss ggeenneerraatteedd,, cchhaarraacc
eerriissttiiccss ooff tthheessee ddeeffiinniittiioonnss mmaayy bbee ssppeecciiffiieedd iinn ssyymmssppeeccii;; tthhiiss iinnffoorrmmaattiioonn iiss eenntteerreedd iinnttoo tthhee ffiillee aanndd uusseedd

--
gg
wwhheenn tthhee ddeeffiinniittiioonnss aarree llooaaddeedd iinnttoo SSMMPP.. CCooddee ffiilleess mmaayy aallssoo ccoonnttaaiinn iinnssttrruuccttiioonnss ttoo ooppeerraattiinngg ssyysstteemm pprroo
rraammss ssuucchh aass tthhee lliinnkkeerr.. TThhee ccoonntteennttss aanndd ffoorrmmaatt ooff aa ccooddee ffiillee aarree iimmpplleemmeennttaattiioonn--ddeeppeennddeenntt..
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oolllloowwiinngg iiss aa ddeettaaiilleedd ttrreeaattmmeenntt ooff tthhee ffiilltteerrss ttaakkeenn bbyy CCoo nn ss ,, PP rr oo gg ,, CCoo dd ee ,, aanndd LLoo aa dd..

l

lang

ang iiss aa nnuummeerriiccaall ccooddee ssppeecciiffyyiinngg tthhee llaanngguuaaggee ooff aannyy progfilei ssuupppplliieedd ttoo CCoo dd ee oorr CCoo nn ss ,, tthhee llaanngguuaaggee
ee

ll
ooff tthhee ddeeffiinniittiioonnss ttoo bbee ggeenneerraatteedd bbyy PP rr oo gg oorr CCoo nn ss ,, aanndd tthhee ddeeffaauulltt objlang ffoorr aannyy symspeci.. AAvvaaiillaabbll
aanngguuaaggeess aanndd tthheeiirr nnuummeerriiccaall ccooddeess aarree ggiivveenn iinn tthhee IImmpplleemmeennttaattiioonn NNootteess.. AA ddeeffaauulltt lang iiss sseett bbyy II nn ii tt

p

[[1100..66]]..

roj

IInn aa PP rr oo gg oorr CCoo nn ss pprroojjeeccttiioonn,, KK KK proj1 NN NN ssppeecciiffiieess tthhee pprroojjeeccttoorrss ffoorr wwhhiicchh iinntteerrmmeeddiiaattee llaanngguuaaggee ddeeffiinnii--

ww
ttiioonnss aarree ttoo bbee ggeenneerraatteedd.. AA NNuu ll ll eennttrryy ssppeecciiffiieess tthhaatt ffuunnccttiioonnss aarree ttoo bbee ggeenneerraatteedd ffoorr aallll pprroojjeeccttoorrss oonn

hhiicchh tthhee pprreevviioouuss lliisstt eennttrryy ddeeppeennddss.. ((EEnnttrriieess iinn KK KK proj1 NN NN mmaayy bbee lliissttss:: {{ {{ ff ,, gg }} ,, }} aanndd {{ ff ,, ,, gg ,, }} aarree
ss

ff
eeqquuiivvaalleenntt,, bbootthh ssppeecciiffyyiinngg tthhee ggeenneerraattiioonn ooff ffuunnccttiioonnss ffoorr aallll pprroojjeeccttoorrss iinnvvookkeedd bbyy eeiitthheerr ff oorr gg ,, aass wweellll aa
oorr ff aanndd gg ..)) IIff nnoo NNuu ll ll eennttrriieess aarree pprreesseenntt iinn KK KK proji NN NN,, PP rr oo gg aanndd CCoo nn ss ddoo nnoott ggeenneerraattee ffuunnccttiioonnss ffoorr

II

ssuucchh pprroojjeeccttoorrss,, eexxcceepptt wwhheenn CCoo nn ss iiss iinnvvookkeedd wwiitthhoouutt codefile,, progfile,, oorr suppfile aarrgguummeennttss..

nn aa CCoo dd ee pprroojjeeccttiioonn,, KK proj1 NN ssppeecciiffiieess pprroojjeeccttoorrss ffoorr wwhhiicchh iinnffoorrmmaattiioonn iiss ttoo bbee eenntteerreedd iinn codefile ttoo ppeerrmmiitt

ss
ccaalllliinngg ooff tthhee mmaacchhiinnee llaanngguuaaggee ddeeffiinniittiioonnss ffrroomm SSMMPP wwhheenn codefile iiss llooaaddeedd.. SSuucchh pprroojjeeccttoorrss mmaayy aallssoo bbee
ppeecciiffiieedd ttoo CCoo nn ss ..

IInn aa LLoo aa dd pprroojjeeccttiioonn,, KK proj1 NN ssppeecciiffiieess pprroojjeeccttoorrss ffrroomm wwhhiicchh pprroojjeeccttiioonnss aarree ttoo bbee eevvaalluuaatteedd bbyy ccoommppiilleedd

ww
ffuunnccttiioonnss iinn tthhee codefilei.. ((TThhee nnaammeess ooff tthhee pprroojjeeccttoorrss mmuusstt bbee iiddeennttiiccaall ttoo tthhoossee uusseedd bbyy CCoo dd ee oorr CCoo nn ss

hheenn tthhee ccooddee ffiilleess wweerree ggeenneerraatteedd..))

II

progfile

nn KK KK progfile1 NN ,, ((lang)) NN,, lang ssppeecciiffiieess ttoo CCoo dd ee oorr CCoo nn ss tthhee llaanngguuaaggee ooff tthhee ffiilleess iinn KK progfile1 NN;; e..g..,,

tt
{{ {{ {{ ff 11 .. cc ,, ff 22 .. cc }} ,, 11 }} ,, {{ ss rr cc ,, 22 }} }} ssppeecciiffiieess tthhaatt tthhee ffiilleess ff 11 .. cc aanndd ff 22 .. cc aarree iinn llaanngguuaaggee 11 aanndd tthhaatt
hhee ffiillee ss rr cc iiss iinn llaanngguuaaggee 22 ..

00 iiss aa ssppeecciiaall nnuummeerriiccaall ccooddee ssppeecciiffyyiinngg tthhee nnaattiivvee mmaacchhiinnee llaanngguuaaggee,, uusseedd oonnllyy ttoo iiddeennttiiffyy oobbjjeecctt ffiilleess ssuupp--
--

jj
pplliieedd ttoo CCoo dd ee oorr CCoo nn ss .. AA ccooddee ooff 00 mmaayy nnoott bbee ssppeecciiffiieedd aass tthhee lang ffiilltteerr iinn aa PP rr oo gg oorr CCoo nn ss pprroo
eeccttiioonn..

e

c

codefil

odefilei aarree ccooddee ffiilleess ggeenneerraatteedd bbyy CCoo dd ee oorr CCoo nn ss .. WWhheenn aa ccooddee ffiillee iiss ggeenneerraatteedd,, aannyy iinnffoorrmmaattiioonn ssuupp--

s

pplliieedd ttoo CCoo dd ee oorr CCoo nn ss iinn symspeci oorr iinn suppfilei iiss eenntteerreedd iinnttoo tthhee ffiillee..

uppfile

suppfilei aarree ccooddee ffiilleess ssuupppplliieedd ttoo LLoo aa dd oorr CCoo nn ss .. IInn aa LLoo aa dd oorr CCoo nn ss pprroojjeeccttiioonn,, iitt iiss nnoott nneecceessssaarryy ttoo

s

pprroovviiddee symspeci ffoorr aannyy ffuunnccttiioonnss iinn tthhee suppfilei..

ymspec

symspec iiss aa lliisstt ooff tthhee ffoorrmm
{{((KK symbol1 NN)) ,, ((object)) ,, ((objtype)) ,, ((narg)) ,, ((KK argtype NN)) ,, ((objlang))}}.. symspeci aarree uusseedd ttoo ssppeecciiffyy tthhee cchhaarraacc--

tt
tteerriissttiiccss ooff ffuunnccttiioonnss oorr vvaarriiaabblleess iinn ddeeffiinniittiioonnss ttoo bbee ggeenneerraatteedd bbyy PP rr oo gg oorr CCoo nn ss ,, aanndd iinn progfilei ssuupppplliieedd
oo CCoo dd ee oorr CCoo nn ss ..

symbol1 iiss aann SSMMPP pprroojjeeccttoorr oorr ssyymmbbooll aanndd object iiss tthhee iinntteerrmmeeddiiaattee llaanngguuaaggee ffuunnccttiioonn oorr vvaarriiaabbllee
-

b
ccoorrrreessppoonnddiinngg ttoo symbol1.. UUnnlleessss object iiss ggiivveenn,, tthhee nnaammee ooff tthhee ffuunnccttiioonn oorr vvaarriiaabbllee iiss ddeerriivveedd ffrroomm sym
ol1;; tthhee mmeetthhoodd ooff ddeerriivvaattiioonn iiss ggiivveenn iinn tthhee IImmpplleemmeennttaattiioonn NNootteess,, aanndd iiss ddeeppeennddeenntt oonn objlang.. IIff object iiss

tt
aa vvaarriiaabbllee,, objtype ssppeecciiffiieess tthhee ddaattaa ttyyppee ooff tthhee vvaarriiaabbllee.. IIff object iiss aa ffuunnccttiioonn,, objtype ssppeecciiffiieess tthhee ddaattaa
yyppee ooff tthhee vvaalluuee iitt rreettuurrnnss,, narg iiss tthhee nnuummbbeerr ooff iittss aarrgguummeennttss,, KK argtype NN ssppeecciiffiieess tthhee ddaattaa ttyyppeess ooff tthhee aarrgguu--

mmeennttss,, aanndd objlang iiss tthhee iinntteerrmmeeddiiaattee llaanngguuaaggee iinn wwhhiicchh tthhee ffuunnccttiioonn iiss wwrriitttteenn..
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DDaattaa ttyyppeess aarree ggiivveenn bbyy nnuummeerriiccaall ccooddeess::

11 iinntteeggeerr

22 ssiinnggllee--pprreecciissiioonn ffllooaattiinngg--ppooiinntt

tt

TT

33 ddoouubbllee--pprreecciissiioonn ffllooaattiinngg--ppooiinn

hhee ddeeffaauulltt ttyyppee aanndd aannyy aaddddiittiioonnaall ttyyppeess aavvaaiillaabbllee aarree ggiivveenn iinn tthhee IImmpplleemmeennttaattiioonn NNootteess..

,,
aa
AA symspec mmaayy ggiivvee aa ssiinnggllee symbol,, aa lliisstt ooff symboli,, oorr tthhee ssyymmbbooll NNuu ll ll .. IIff aa lliisstt ooff symboli iiss ggiivveenn
nnyy vvaalluueess ssppeecciiffiieedd iinn tthhee symspec aarree aapppplliieedd aass cchhaarraacctteerriissttiiccss ffoorr eeaacchh ooff tthhee symboli.. IIff tthhee ssyymmbbooll

;;NNuu ll ll iiss ggiivveenn,, vvaalluueess aarree aapppplliieedd ttoo aallll oobbjjeeccttss ffoorr wwhhiicchh tthhoossee cchhaarraacctteerriissttiiccss aarree nnoott ootthheerrwwiissee ssppeecciiffiieedd
tthhiiss ffoorrmm ooff symspec mmaayy bbee uusseedd ttoo oovveerrrriiddee ddeeffaauulltt vvaalluueess..

rr
s
IIff tthhee iinntteerrmmeeddiiaattee llaanngguuaaggee ffuunnccttiioonn object iiss bbeeiinngg ssuupppplliieedd iinn aa progfile aass tthhee ddeeffiinniittiioonn ffoorr tthhee pprroojjeeccttoo
ymbol ((wwhheerree symbol iiss oonnee ooff tthhee proji)),, narg ssppeecciiffiieess tthhee nnuummbbeerr ooff ffiilltteerrss ttaakkeenn bbyy symbol.. IInn aa CCoo nn ss

nn
oo
pprroojjeeccttiioonn,, iiff narg iiss nnoott ggiivveenn iinn tthhee symspec ffoorr symbol,, SSMMPP aatttteemmppttss ttoo ddeetteerrmmiinnee narg ffrroomm aann iinnvvooccaattiioo
ff symbol iinn tthhee SSMMPP ddeeffiinniittiioonn ooff aannootthheerr ooff tthhee proji.. IIff ssuucchh aann iinnvvooccaattiioonn ddooeess nnoott eexxiisstt,, oorr iiff object iiss

--
mm
bbeeiinngg ssuupppplliieedd ttoo CCoo dd ee ,, aann uunnssppeecciiffiieedd narg ccaauusseess pprroojjeeccttiioonnss ffrroomm symbol ttoo ccaallll object wwiitthh ttwwoo aarrgguu

eennttss,, tthhee nnuummbbeerr ooff ffiilltteerrss iinn tthhee pprroojjeeccttiioonn aanndd aann aarrrraayy ooff tthhee ffiilltteerrss..

1

gg II nn ll ii nn ee [[44]]

100..88 RReessoouurrccee mmaannaaggeemmeenntt aanndd aannaallyyssiiss

iiiiiii ,, ((nn :: 11)) ]]i rTT iimmee [[ eexxppr
ssiimmpplliiffiieess eexxpprr nn ttiimmeess,, aanndd yyiieellddss aann EErr rr pprroojjeeccttiioonn [[22..11]] ggiivviinngg tthhee aapppprrooxxiimmaattee aavveerraaggee CCPPUU ttiimmee

gg
iinn sseeccoonnddss [[AA..88]] uusseedd ffoorr eeaacchh ssiimmpplliiffiiccaattiioonn..
##TT [[11..33]]

]]
gg
gg %%TT [[66..33

CC ll oo cc kk [[1100..99]]

GGcc [[ ((ffrraacc)) ]]
rreeccllaaiimmss mmeemmoorryy ((ssttoorree)) nnoott rreeqquuiirreedd ffoorr ffuurrtthheerr pprroocceessssiinngg ((bbyy ""ccoommppaaccttiinngg ggaarrbbaaggee ccoolllleeccttiioonn""))..
GGcc [[ ]] rreeccllaaiimmss mmeemmoorryy aass ssoooonn aass ppoossssiibbllee,, GGcc [[ ffrraacc ]] wwhheenneevveerr aa ffrraaccttiioonn ffrraacc ooff tthhee ttoottaall aavvaaiillaabbllee
mmeemmoorryy hhaass bbeeeenn uusseedd.. GGcc [[ II nn ff ]] iinnhhiibbiittss aallll ffuurrtthheerr mmeemmoorryy rreeccllaammaattiioonn..
gg II nn ii tt [[1100..66]]

]MMeemm[[ ]
yyiieellddss aa lliisstt ggiivviinngg tthhee nnuummbbeerr ooff mmeemmoorryy ""bblloocckkss"" uusseedd ((aafftteerr llaasstt mmeemmoorryy rreeccllaammaattiioonn,, aatt pprreesseenntt,, aanndd

hh
ee
mmaaxxiimmuumm ssoo ffaarr)).. ((WWhheenn aa ffiinniittee aabbssoolluuttee mmaaxxiimmuumm mmeemmoorryy iiss aavvaaiillaabbllee [[AA..88]],, iitt iiss ggiivveenn aass aa ffoouurrtt
lleemmeenntt ooff tthhee lliisstt..)) OOnnee bblloocckk iiss tthhee mmeemmoorryy rreeqquuiirreedd ttoo ssttoorree aa ssiinnggllee ssyymmbbooll ((uussuuaallllyy 1166 bbyytteess [[AA..88]]))..

S

gg II nn ii tt [[1100..66]]

S ii zz ee [[ eexxpprr ]]
yyiieellddss aa lliisstt wwhhoossee ffiirrsstt eennttrryy iiss tthhee aaccttuuaall nnuummbbeerr ooff mmeemmoorryy bblloocckkss ooccccuuppiieedd bbyy eexxpprr,, aanndd wwhhoossee

gg
sseeccoonndd eennttrryy iiss tthhee nnuummbbeerr wwhhiicchh wwoouulldd bbee ooccccuuppiieedd iiff aallll ssuubbeexxpprreessssiioonnss wweerree ssttoorreedd sseeppaarraatteellyy..

SS tt rr uu cc tt [[1100..1100]]

SShhaa rr ee [[ eexxpprr ]]
mmiinniimmiizzeess mmeemmoorryy uusseedd ttoo ssttoorree eexxpprr ((bbyy sshhaarriinngg mmeemmoorryy ffoorr iiddeennttiiccaall ssuubbeexxpprreessssiioonnss)).. SShh aa rr ee [[ ]]
sshhaarreess mmeemmoorryy ffoorr aallll iiddeennttiiccaall eexxpprreessssiioonnss..
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((

1100..99 AAssyynncchhrroonnoouuss aanndd ppaarraalllleell ooppeerraattiioonnss

IImmpplleemmeennttaattiioonn ddeeppeennddeenntt))

SSoommee iimmpplleemmeennttaattiioonnss aallllooww aa sseett ooff iinnddeeppeennddeenntt pprroocceesssseess ttoo bbee ppeerrffoorrmmeedd iinn ppaarraalllleell,, eeiitthheerr aass aassyynncchhrroonnoouuss

PP

jjoobbss oonn aa ssiinnggllee ccoommppuuttiinngg uunniitt,, oorr aass jjoobbss iinn sseeppaarraattee ccoommppuuttiinngg uunniittss..

rroocceesssseess ((iinncclluuddiinngg pprroocceedduurreess wwiitthhiinn tthheemm)) aarree ssppeecciiffiieedd bbyy aa uunniiqquuee eexxpprreessssiioonn uusseedd aass aa nnaammee:: tthhee bbaassiicc
ee

oo
pprroocceessss iiss NNuu ll ll .. AA ppaarrttiiccuullaarr eexxpprreessssiioonn mmaayy bbee mmooddiiffiieedd bbyy oonnllyy oonnee ooff aa sseett ooff ppaarraalllleell pprroocceesssseess.. TThh
rrddeerr ooff ooppeerraattiioonnss iinn ddiiffffeerreenntt pprroocceesssseess iiss uussuuaallllyy nnoott ddeetteerrmmiinneedd..

FFoo rrkk [[ ((eexxpprr ::NNuu ll ll )) ,, ((nnaammee :: ((nneexxtt iinntteeggeerr)))) ,, ((pprrii :: 11)) ]]
iinniittiiaatteess tthhee nnaammeedd ppaarraalllleell pprroocceessss ttoo ssiimmpplliiffyy eexxpprr aatt pprriioorriittyy pprrii,, yyiieellddiinngg nnaammee.. IIff nnaammee iiss nnoott ssppeeccii--

ll
pp
ffiieedd,, aa uunniiqquuee iinntteeggeerr nnaammee iiss aassssiiggnneedd ttoo tthhee pprroocceessss.. AAnnyy eexxiissttiinngg pprroocceessss nnaammee iiss tteerrmmiinnaatteedd.. SSeevveerraa
rroocceesssseess ccoommppeettiinngg ffoorr aa ssiinnggllee ccoommppuuttiinngg uunniitt aarree eexxeeccuutteedd aatt hhiigghheerr pprriioorriittiieess ffoorr lloowweerr pprrii..

bb
PPrroocceesssseess oonn sseeppaarraattee ccoommppuuttiinngg uunniittss aarree eexxeeccuutteedd wwhheenn ppoossssiibbllee wwiitthh iinnssttrruuccttiioonn ttiimmeess iinn rraattiiooss ggiivveenn
yy pprrii..

WWaa ii tt [[ KK nnaammee11 ,, nnaammee22 ,, .. .. .. NN ]]
wwaaiittss ffoorr ccoommpplleettiioonn ooff tthhee pprroocceesssseess nnaammee11,, nnaammee22,, .. .. .. ,, yyiieellddiinngg tthhee rreessuullttiinngg KK eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, .. .. .. NN ..

PPaa rr aa [[ eexxpprr11 ,, eexxpprr22 ,, .. .. .. ]]
iiss eeqquuiivvaalleenntt ttoo WWaa ii tt [[ {{FFoo rr kk [[ eexxpprr11 ]] ,, FFoo rr kk [[ eexxpprr22 ]] ,, .. .. ..}} ]] aanndd ssiimmpplliiffiieess tthhee eexxpprrii iinn ppaarraalllleell,,

FF

yyiieellddiinngg aa lliisstt ooff tthhee rreessuullttss..

oo rr kk [[ mmeessss ,, ccooddee ]] mmaayy bbee uusseedd ttoo ttrraannssffeerr mmeessss ttoo WWaa ii tt [[ ccooddee ]] iinn aannootthheerr pprroocceessss..

C

FFoo rr kk [[ ,, nnaammee ]] tteerrmmiinnaatteess tthhee pprroocceessss nnaammee,, ppoossssiibbllyy ffrroomm wwiitthhiinn nnaammee..

Cll oo cckk [[ ((nnaammee :: ((pprreesseenntt pprroocceessss)))) ]]
yyiieellddss aa lliisstt ooff tthhee ttoottaall eellaappsseedd CCPPUU ttiimmee aanndd ttoottaall eellaappsseedd rreeaall ttiimmee ((bbootthh iinn sseeccoonnddss [[AA..88]])) ssiinnccee tthhee

1

iinniittiiaattiioonn ooff tthhee ssppeecciiffiieedd pprroocceessss ((00 iiff tthhee pprroocceessss iiss nnoott eexxeeccuuttiinngg))..

100..1100 DDeevveellooppmmeenntt aaiiddss

iiiiiii ,, ((nneesstt :: 11)) ]]i rSS tt eepp [[ eexxppr
sstteeppss tthhrroouugghh tthhee ssiimmpplliiffiiccaattiioonn ooff eexxpprr.. EEaacchh sseeggmmeenntt iinn pprroocceedduurreess [[66..33]] oorr iitteerraattiioonn ssttrruuccttuurreess [[66..22]]

gg
nneesstteedd ttoo ddeepptthh lleessss tthhaann nneesstt iiss pprriinntteedd,, aanndd aann iinntteerraaccttiivvee ssuubbssiiddiiaarryy pprroocceedduurree iiss iinniittiiaatteedd..

TTrr aa cc ee [[44]]

S

gg EEvv [[33..77]]

S tt rruucc tt [[ eexxpprr ]]
pprriinnttss aa sscchheemmaattiicc ppiiccttuurree ooff tthhee iinntteerrnnaall rreepprreesseennttaattiioonn ooff eexxpprr..
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AAppppeennddiixx.. EExxtteerrnnaall iinntteerrffaaccee

TT

AA..11 IInnttrroodduuccttiioonn

hhiiss aappppeennddiixx ddeessccrriibbeess iinn ggeenneerraall tteerrmmss ffeeaattuurreess ooff SSMMPP aaffffeecctteedd bbyy iittss eexxtteerrnnaall eennvviirroonnmmeenntt.. DDeettaaiillss ooff tthheessee

ii
ffeeaattuurreess vvaarryy bbeettwweeeenn ddiiffffeerreenntt iimmpplleemmeennttaattiioonnss ooff SSMMPP.. IInnffoorrmmaattiioonn ffoorr aa ppaarrttiiccuullaarr iimmpplleemmeennttaattiioonn iiss ggiivveenn
nn tthhee ""IImmpplleemmeennttaattiioonn NNootteess""..

II

AA..22 EExxtteerrnnaall ffiilleess

ff nnoo eexxpplliicciitt ffiillee ddiirreeccttoorryy iiss ssppeecciiffiieedd ffoorr aann eexxtteerrnnaall ffiillee ttoo bbee iinnppuutt bbyy GGee tt ,, aa sseeqquueennccee ooff ffiillee ddiirreeccttoorriieess
..

TT
ddeeffiinneedd bbyy II nn ii tt iiss sseeaarrcchheedd iinn oorrddeerr.. TThhee ffiirrsstt eexxtteerrnnaall ffiillee ttoo bbee ffoouunndd wwiitthh tthhee rreeqquuiirreedd nnaammee iiss uusseedd

yyppiiccaallllyy oonnee oorr sseevveerraall ddeeffaauulltt ""uusseerr"" ddiirreeccttoorriieess aarree sseeaarrcchheedd ffiirrsstt,, ffoolllloowweedd bbyy aa cceennttrraall ""lliibbrraarryy"" ddiirreeccttoorryy..

,,
uu
EExxtteerrnnaall ffiilleess ffoorr oouuttppuutt ggeenneerraatteedd bbyy LLpp rr ,, PPuu tt oorr OOpp ee nn aarree ttaakkeenn ttoo bbee iinn tthhee ccuurrrreenntt ffiillee ddiirreeccttoorryy
nnlleessss eexxpplliicciittllyy ssppeecciiffiieedd ootthheerrwwiissee..

TThhee rreeccoorrdd ffiillee ffoorr eeaacchh SSMMPP jjoobb,, uussuuaallllyy ooppeenneedd iinn tthhee iinniittiiaalliizzaattiioonn ffiillee ssmmpp .. ii nn ii [[AA..99]],, iiss ttyyppiiccaallllyy

gg
ppllaacceedd iinn tthhee ""uusseerr"" ddiirreeccttoorryy aanndd nnaammeedd ssmmpp .. oo uu tt ..

DD ii rr [[1100..55]]

TThhee nnaammeess ooff eexxtteerrnnaall ffiilleess iinn tthhee SSMMPP LLiibbrraarryy bbeeggiinn bbyy ccoonnvveennttiioonn wwiitthh tthhee lleetttteerr XX.. NNaammeess ooff ffiilleess ccoonn--

CC

ttaaiinniinngg ssyynnttaaxx mmooddiiffiiccaattiioonnss [[22..1111]] eenndd wwiitthh SSXX..

oommmmeennttss iinn eexxtteerrnnaall ffiilleess aarree ttaakkeenn bbyy ccoonnvveennttiioonn ttoo bbeeggiinn wwiitthh tthhee ffoolllloowwiinngg ccooddeess::

//

// ** ** FFiillee oorr sseeccttiioonn ttiittllee

**KK:: KKeeyywwoorrddss

//

// **AA :: AAuutthhoorr

** SS :: SSiittee

ee

//

// **DD :: DDaatt

**UU :: MMooddiiffiiccaattiioonn ddaattee

nn

//

// ** :: PPrroojjeeccttiioonn oorr ssyymmbbooll ddeessccrriippttiioo

**RR :: RReeffeerreenncceess

// **QQVV :: RReellaatteedd SSMMPP oobbjjeeccttss oorr eexxtteerrnnaall ffiilleess

//

// **EE :: EExxaammppllee

** GGeenneerraall ccoommmmeennttaarryy

ss

//

// **PP :: PPrreerreeqquuiissiittee eexxtteerrnnaall ffiillee

**WW:: WWaarrnniinnggss

// ** II :: IImmpplleemmeennttaattiioonn ddeeppeennddeenncciieess

//

// **FF :: FFuuttuurree eennhhaanncceemmeennttss

**BB :: BBuuggss

AA pprreepprroocceessssoorr ddeessccrriibbeedd iinn tthhee IImmpplleemmeennttaattiioonn NNootteess mmaayy bbee uusseedd ttoo ppllaaccee ssuucchh eexxtteerrnnaall ffiilleess iinn aa ffoorrmm ssuuiitt--
aabbllee ffoorr ttyyppeesseettttiinngg,, aass iinn tthhiiss ddooccuummeenntt.. TThhrreeee ffoonnttss aarree ttyyppiiccaallllyy uusseedd:: aa tteexxtt ffoonntt,, aann SSMMPP ee xx pp rr ee ss --
ss ii oo nn ffoonntt,, aanndd aann iittaalliicc ffoonntt ttoo rreepprreesseenntt ggeenneerriicc oobbjjeeccttss.. UUnnlleessss ssppeecciiffiieedd ootthheerrwwiissee,, ccoommmmeennttaarryy tteexxtt iiss

ii
ggiivveenn iinn tthhee tteexxtt ffoonntt.. WWoorrddss bbeeggiinnnniinngg wwiitthh $$ aarree ggiivveenn iinn iittaalliiccss,, wwhhiillee wwoorrddss bbeeggiinnnniinngg wwiitthh $$## aarree ggiivveenn
nn uunnddeerrlliinneedd iittaalliiccss.. TTeexxtt iinn nneesstteedd ccoommmmeennttss iiss ggiivveenn iinn SSMMPP eexxpprreessssiioonn ffoonntt.. TTeexxtt nnoott ggiivveenn aass ccoommmmeenn--

AA

ttaarryy ((aanndd tthhuuss iinntteennddeedd aass SSMMPP iinnppuutt)) iiss ppllaacceedd iinn SSMMPP eexxpprreessssiioonn ffoonntt..

ddeettaaiilleedd ttrreeaattmmeenntt ooff tthhee eexxtteerrnnaall ffiillee ffoorrmmaattttiinngg ccoonnvveennttiioonnss mmaayy bbee ffoouunndd iinn tthhee SSMMPP LLiibbrraarryy.. TThhee ccoonn--

ee
tteennttss ooff eexxtteerrnnaall ffiilleess ffoolllloowwiinngg tthheessee ccoonnvveennttiioonnss mmaayy bbee iinncclluuddeedd iinn tthhee iinnffoorrmmaattiioonn mmooddee ddaattaabbaassee uussiinngg
xxtteerrnnaall pprrooggrraammss ddeessccrriibbeedd iinn tthhee IImmpplleemmeennttaattiioonn NNootteess..
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A..33 EExxtteerrnnaall ooppeerraattiioonnss

MMoonniittoorr ((sshheellll)) ccoommmmaannddss ssppeecciiffiieedd bbyy aarrbbiittrraarryy tteexxtt ssttrriinnggss mmaayy bbee eexxeeccuutteedd uussiinngg RRuunn [[1100..55]].. WWhheenn nnoo
--

tt
eexxpplliicciitt ffiillee ddiirreeccttoorryy iiss ssppeecciiffiieedd ffoorr eexxtteerrnnaall pprrooggrraammss aappppeeaarriinngg iinn tthhee ccoommmmaannddss,, aa sseeqquueennccee ooff ffiillee ddiirreecc
oorriieess ddeeffiinneedd bbyy II nn ii tt iiss sseeaarrcchheedd iinn oorrddeerr.. TThhee ffiirrsstt pprrooggrraamm ttoo bbee ffoouunndd wwiitthh tthhee ccoorrrreecctt nnaammee iiss uusseedd..

tt
uu
IInnppuutt ffrroomm SSMMPP ttoo eexxtteerrnnaall pprrooggrraammss eexxeeccuutteedd bbyy RRuunn iiss uussuuaallllyy ddiirreecctteedd tthhrroouugghh aa cchhaannnneell ootthheerr tthhaann tthhaa
sseedd ffoorr ssttaannddaarrdd tteerrmmiinnaall iinnppuutt ((aass ssppeecciiffiieedd iinn tthhee IImmpplleemmeennttaattiioonn NNootteess)).. SSiimmiillaarrllyy,, oouuttppuutt ttoo SSMMPP ffrroomm tthhee

ss
mm
eexxtteerrnnaall pprrooggrraammss iiss tthhrroouugghh aa cchhaannnneell ootthheerr tthhaann tthhaatt uusseedd ffoorr ssttaannddaarrdd tteerrmmiinnaall oouuttppuutt.. EExxtteerrnnaall pprrooggrraamm

aayy tthhuuss rreecceeiivvee iinnppuutt oorr ggeenneerraattee oouuttppuutt oonn tthhee tteerrmmiinnaall iinnddeeppeennddeenntt ooff SSMMPP..

tt
aa
MMoonniittoorr pprrooggrraammss aarree ttyyppiiccaallllyy pprroovviiddeedd ttoo rreeddiirreecctt iinnppuutt aanndd oouuttppuutt ffrroomm RRuunn ttoo tthhee ssttaannddaarrdd tteerrmmiinnaall iinnppuu
nndd oouuttppuutt cchhaannnneellss ffoorr tthhee eexxtteerrnnaall pprrooggrraamm.. TTyyppiiccaallllyy aa pprrooggrraamm ff rr oommssmmpp ttaakkeess aa sseeqquueennccee oorr lliisstt ooff

--
ss
nnuummbbeerrss ffrroomm RRuunn,, ccoonnvveerrttss tthheemm ttoo ffllooaattiinngg ppooiinntt ffoorrmm ((uussiinngg xxxxEEeeee rraatthheerr tthhaann xxxx** ˆ̂ eeee ffoorrmmaatt iiff nneecceess
aarryy)),, aanndd ppaasssseess tthheemm oonn tthhee ssttaannddaarrdd iinnppuutt cchhaannnneell.. tt oo ssmmpp ttyyppiiccaallllyy ttaakkeess aa sseeqquueennccee ooff nnuummbbeerrss

ff
((sseeppaarraatteedd bbyy wwhhiittee ssppaaccee)) oonn tthhee ssttaannddaarrdd oouuttppuutt cchhaannnneell,, ccoonnvveerrttss tthheemm iiff nneecceessssaarryy ffrroomm xxxxEEeeee ttoo xxxx** ˆ̂ eeee
oorrmmaatt,, aanndd ppaasssseess tthheemm oonn tthhee SSMMPP iinnppuutt cchhaannnneell.. TThhee pprrooggrraamm ssmmpp ii oo iiss ttyyppiiccaallllyy pprroovviiddeedd ttoo ccoommbbiinnee

tt
aa
tthheessee ooppeerraattiioonnss;; tthhee mmoonniittoorr ccoommmmaanndd ttoo rruunn aa nnuummeerriiccaall eexxtteerrnnaall pprrooggrraamm ffrroomm RRuunn uussiinngg ssttaannddaarrdd iinnppuu
nndd oouuttppuutt iiss tthheenn ssmmpp ii oo pprrooggrraamm..

MMoosstt pprroojjeeccttiioonnss ffoorr eexxtteerrnnaall ooppeerraattiioonnss [[1100..66]] eexxeeccuuttee mmoonniittoorr ccoommmmaannddss ssppeecciiffiieedd bbyy II nn ii tt .. TThhee mmoonniittoorr

bb
ccoommmmaanndd eexxeeccuutteedd bbyy RRuunn ttaakkeess aarrgguummeennttss sseeaarrcchhppaatthh iinnffiillee oouuttffiillee ccoommmm,, wwhheerree ccoommmm iiss tthhee ccoommmmaanndd ttoo
ee eexxeeccuutteedd,, sseeaarrcchhppaatthh iiss aa lliisstt ooff ffiillee ddiirreeccttoorriieess ttoo bbee sseeaarrcchheedd ffoorr ccoommmm,, iinnffiillee iiss aa ffiillee ooff iinnppuutt ccoonnttaaiinniinngg

tt
ff
tthhee tteexxttuuaall ffoorrmmss ooff tthhee sseeccoonndd aanndd llaatteerr ffiilltteerrss ooff tthhee RRuunn pprroojjeeccttiioonn,, aanndd oouuttffiillee iiss aa ffiillee iinn wwhhiicchh oouuttppuu
rroomm ccoommmm iiss ttoo bbee ppllaacceedd.. TThhee mmoonniittoorr ccoommmmaanndd eexxeeccuutteedd bbyy HHaa rr dd ttaakkeess aarrgguummeennttss ffiillee ccooddee aanndd pprriinnttss

aa
ffiillee oonn tthhee ddeevviiccee ssppeecciiffiieedd bbyy ccooddee,, ddeelleettiinngg ffiillee oonn ccoommpplleettiioonn.. SS ee nndd eexxeeccuutteess aa mmoonniittoorr ccoommmmaanndd wwiitthh
rrgguummeennttss ffiillee uunnaammee wwhhiicchh sseennddss tteexxtt iinn ffiillee ttoo tthhee llooccaattiioonn oorr uusseerr iiddeennttiiffiieedd bbyy uunnaammee.. SS aa vv ee eexxeeccuutteess aa

TT

mmoonniittoorr ccoommmmaanndd wwiitthh aarrgguummeennttss oolldd nneeww wwhhiicchh ccooppiieess tthhee ccoonntteennttss ooff tthhee ffiillee oolldd ttoo tthhee ffiillee nneeww..

hhee ccoommmmaanndd \\ ee iinn eeddiitt mmooddee [[11..77]] eexxeeccuutteess aa mmoonniittoorr ccoommmmaanndd wwiitthh aarrgguummeenntt ffiillee ssppeecciiffiieedd iinn II nn ii tt ,,

A

wwhhiicchh iinnvvookkeess aann iinntteerraaccttiivvee tteexxtt eeddiittoorr oonn ffiillee aanndd lleeaavveess tthhee eeddiitteedd tteexxtt iinn tthhee ssaammee nnaammeedd ffiillee..

A..44 CCooddee aanndd pprrooggrraamm ffiilleess

TThhee ffiillee ddiirreeccttoorriieess sseeaarrcchheedd ffoorr ccooddee ffiilleess ttoo bbee iinnppuutt bbyy LLoo aa dd [[1100..77]] aarree tthhee ssaammee aass ffoorr GGee tt [[AA..22]].. CCooddee

ss
aanndd pprrooggrraamm ffiilleess ggeenneerraatteedd bbyy PP rr oo gg aanndd CCoo dd ee aarree ppllaacceedd iinn tthhee ccuurrrreenntt ffiillee ddiirreeccttoorryy,, uunnlleessss eexxpplliicciittllyy
ppeecciiffiieedd ootthheerrwwiissee..

TThhee nnaammeess ooff ccooddee ffiilleess iinn tthhee SSMMPP LLiibbrraarryy bbeeggiinn bbyy ccoonnvveennttiioonn wwiitthh tthhee lleetttteerr CC.. FFiilleess ggiivviinngg aaddddiittiioonnaall

TT

ddeeffiinniittiioonnss aanndd ccoommmmeennttaarryy aassssoocciiaatteedd wwiitthh ccooddee ffiilleess hhaavvee nnaammeess bbeeggiinnnniinngg wwiitthh CCXX..

hhee mmoonniittoorr ccoommmmaanndd ttoo bbee eexxeeccuutteedd ffoorr ccoommppiillaattiioonn ooff iinntteerrmmeeddiiaattee llaanngguuaaggee pprrooggrraamm ffiilleess bbyy CCoo dd ee aanndd
ssCCoo nn ss iiss ssppeecciiffiieedd bbyy II nn ii tt ,, aanndd ttyyppiiccaallllyy ttaakkeess aarrgguummeennttss oouuttffiillee ffiillee11 ffiillee22 .. .. .. .. TThhee oouuttffiillee aarrgguummeenntt ii

iimmpplleemmeennttaattiioonn--ddeeppeennddeenntt.. OOnn ssoommee ssyysstteemmss,, iitt mmaayy bbee aa rreellooccaattaabbllee bbiinnaarryy oouuttppuutt ffrroomm tthhee ccoommppiillaattiioonn aanndd
ss

cc
lliinnkkiinngg ooff tthhee ffiilleeii.. OOnn ootthheerrss,, iitt mmaayy bbee aa sseett ooff iinnssttrruuccttiioonnss eennaabblliinngg tthhee ssyysstteemm lliinnkkeerr ttoo ccoolllleecctt tthhee ffiillee
oommpprriissiinngg tthhee oouuttppuutt ffrroomm ccoommppiillaattiioonn ooff tthhee ffiilleeii aanndd aannyy ssuuppppffiilleeii iinn ffuuttuurree LLoo aa dd oorr CCoo nn ss ooppeerraattiioonnss..

ii
SSiimmiillaarrllyy,, LLoo aa dd aanndd CCoo nn ss eexxeeccuuttee aa mmoonniittoorr ccoommmmaanndd ttoo pprreeppaarree ccooddee ffiilleess ffoorr llooaaddiinngg wwiitthh aarrgguummeennttss
nnffiillee oouuttffiillee aaddrr.. TThhee ccooddee ccoonnttaaiinneedd oorr rreeffeerrrreedd ttoo iinn iinnffiillee ((ccoorrrreessppoonnddiinngg ttoo tthhee mmeeaanniinngg ooff oouuttffiillee aabboovvee)) iiss

--
ff
rreellooccaatteedd ttoo aallllooww llooaaddiinngg aatt hheexxaaddeecciimmaall aaddddrreessss aaddrr,, aanndd tthhee rreessuullttiinngg aabbssoolluuttee bbiinnaarryy ccooddee iiss ppllaacceedd iinn oouutt
iillee.. TThhee ccooddee ffoorr tthhee iinntteerrmmeeddiiaattee llaanngguuaaggee ffuunnccttiioonn ccoorrrreessppoonnddiinngg ttoo tthhee SSMMPP pprroojjeeccttiioonn ttoo bbee ddeeffiinneedd mmaayy

TT

bbee rreeqquuiirreedd ttoo aappppeeaarr aatt tthhee bbeeggiinnnniinngg ooff oouuttffiillee..

hhee ddeeffaauulltt iinntteerrmmeeddiiaattee llaanngguuaaggee ffoorr pprrooggrraamm ffiilleess iiss ssppeecciiffiieedd iinn II nn ii tt .. TThhee vvaalluuee 11 ttyyppiiccaallllyy
--

HH
ccoorrrreessppoonnddss ttoo tthhee CC llaanngguuaaggee ((BB..WW..KKeerrnniigghhaann aanndd DD..MM..RRiittcchhiiee,, ""TThhee CC PPrrooggrraammmmiinngg LLaanngguuaaggee"",, PPrreennttiiccee

aallll 11997788)).. TThhee nnaammeess ooff vvaarriiaabblleess oorr ffuunnccttiioonnss aarree iiff ppoossssiibbllee ttaakkeenn tthhee ssaammee aass tthhoossee ooff tthhee ccoorrrreessppoonnddiinngg
ff

nn
SSMMPP ssyymmbboollss oorr pprroojjeeccttoorrss.. TTeexxttuuaall rreeppllaacceemmeennttss ssuucchh aass $$→→ddii ,, ##→→hhii ,, aanndd %%→→ppii aarree ppeerrffoorrmmeedd ii
eecceessssaarryy.. TThhee IImmpplleemmeennttaattiioonn NNootteess ggiivvee ddeettaaiillss ssppeecciiffiicc ttoo ppaarrttiiccuullaarr iinnssttaallllaattiioonnss..

--
mm
IInntteerrmmeeddiiaattee llaanngguuaaggee lliibbrraarriieess aarree oofftteenn iinncclluuddeedd iinn pprrooggrraammss ggeenneerraatteedd bbyy PP rr oo gg ,, aass ssppeecciiffiieedd iinn tthhee IImmppllee

eennttaattiioonn NNootteess..
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TT

AA..55 CChhaarraacctteerr ccooddeess

hhee ffoolllloowwiinngg ttaabbllee ccoorrrreellaatteess cchhaarraacctteerrss iinn tthhee SSMMPP cchhaarraacctteerr sseett wwiitthh tthheeiirr SSMMPP cchhaarraacctteerr ccooddeess aanndd ooccttaall
AASSCCIIII eeqquuiivvaalleennttss::

00 00 ((006600)) MM 44 88 ((111155))
))

22
11 11 ((006611)) NN 44 99 ((111166

22 ((006622)) OO 55 00 ((111177))
))

44
33 33 ((006633)) PP 55 11 ((112200

44 ((006644)) QQ 55 22 ((112211))
))

66
55 55 ((006655)) RR 55 33 ((112222

66 ((006666)) SS 55 44 ((112233))
))

88
77 77 ((006677)) TT 55 55 ((112244

88 ((007700)) UU 55 66 ((112255))
))

aa
99 99 ((007711)) VV 55 77 ((112266

11 00 ((114411)) WW 55 88 ((112277))
))bb 11 11 ((114422)) XX 55 99 ((113300

cc 11 22 ((114433)) YY 66 00 ((113311))
))dd 11 33 ((114444)) ZZ 66 11 ((113322

ee 11 44 ((114455)) ## 66 22 ((004433))
))

gg
ff 11 55 ((114466)) %% 66 33 ((004455

11 66 ((114477)) $$ 66 44 ((004444))
hh 11 77 ((115500)) ⊂⊂ ssppaaccee⊃⊃ 66 55 ((004400))
ii 11 88 ((115511)) !! 66 66 ((004411))

))
kk
jj 11 99 ((115522)) "" 66 77 ((004422

22 00 ((115533)) && 66 88 ((004466))
))

mm
ll 22 11 ((115544)) ´́ 66 99 ((004477

22 22 ((115555)) (( 77 00 ((005500))
))nn 22 33 ((115566)) )) 77 11 ((005511

oo 22 44 ((115577)) ** 77 22 ((005522))
))

qq
pp 22 55 ((116600)) ++ 77 33 ((005533

22 66 ((116611)) ,, 77 44 ((005544))
))rr 22 77 ((116622)) -- 77 55 ((005555

ss 22 88 ((116633)) .. 77 66 ((005566))
))

uu
tt 22 99 ((116644)) // 77 77 ((005577

33 00 ((116655)) :: 77 88 ((007722))
))

ww
vv 33 11 ((116666)) ;; 77 99 ((007733

33 22 ((116677)) << 88 00 ((007744))
))

yy
xx 33 33 ((117700)) == 88 11 ((007755

33 44 ((117711)) >> 88 22 ((007766))
))

AA
zz 33 55 ((117722)) ?? 88 33 ((007777

33 66 ((110011)) @@ 88 44 ((110000))
))

CC
BB 33 77 ((110022)) [[ 88 55 ((113333

33 88 ((110033)) \\ 88 66 ((113344))
))DD 33 99 ((110044)) ]] 88 77 ((113355

EE 44 00 ((110055)) ˆ̂ 88 88 ((113366))
))

GG
FF 44 11 ((110066)) ii 88 99 ((113377

44 22 ((110077)) `̀ 99 00 ((114400))
))HH 44 33 ((111100)) {{ 99 11 ((117733

II 44 44 ((111111)) ee 99 22 ((117744))
))

KK
JJ 44 55 ((111122)) }} 99 33 ((117755

44 66 ((111133)) ˜̃ 99 44 ((117766))
LL 44 77 ((111144))
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yy
nn
TThhee IImmpplleemmeennttaattiioonn NNootteess pprroovviiddee aa ttaabbllee ooff cchhaarraacctteerr ccooddeess ffoorr iinnssttaallllaattiioonnss uussiinngg ootthheerr cchhaarraacctteerr sseettss.. AAnn
uummeerriiccaall ccooddee cc iinn tthhee nnaattiivvee ssyysstteemm cchhaarraacctteerr sseett mmaayy bbee rreepprreesseenntteedd wwiitthh SSMMPP cchhaarraacctteerr ccooddee --cc..

RR

gg EExx pp ll ,, IImmpp ll [[1100..55]]

eeppllaacceemmeennttss ffoorr iinnppuutt tteexxtt mmaayy bbee ssppeecciiffiieedd uussiinngg SS xx ss ee tt [[22..1111]]..

CC

AA..66 OOuuttppuutt cchhaarraacctteerriissttiiccss

hhaarraacctteerriissttiiccss ooff ssttaannddaarrdd aanndd ggrraapphhiiccss mmooddee oouuttppuutt aarree ssppeecciiffiieedd bbyy ccooddeess iinn OOpp ee nn pprroojjeeccttiioonnss oorr bbyy ffiillee

gg
ssppeecciiffiiccaattiioonnss iinn ffiilleessppeecc ffiilltteerrss [[1100..33]].. OOuuttppuutt cchhaarraacctteerriissttiiccss aarree oofftteenn iinniittiiaalliizzeedd iinn ssmmpp .. ii nn ii [[AA..99]]..

OOpp ee nn [[1100..33]]
]]

II

gg II nn ii tt [[1100..66

nn aa ffiilleessppeecc {{ffiillee ,, ((lliinneess)) ,, ((ffoorrmmaatt))}},, ffoorrmmaatt iiss ggiivveenn aass aa lliisstt ooff tthhee ffoorrmm

ww

{{((wwiiddtthh)) ,, ((lleennggtthh)) ,, ((pprrssttyyllee)) ,, ((ttaabbss)) ,, ((ggccooddee))}}.. ((ffiillee aanndd lliinneess aarree ddeessccrriibbeedd iinn [[1100..33]]..))

iiddtthh mmaayy bbee ggiivveenn eeiitthheerr aass aa ssiinnggllee nnuummbbeerr ssppeecciiffyyiinngg tthhee mmaaxxiimmuumm wwiiddtthh ooff aa lliinnee oorr aass aa lliisstt

ll

{{lleeffttmmaarr ,, rriigghhttmmaarr}} sseettttiinngg tthhee lleefftt aanndd rriigghhtt mmaarrggiinnss.. TThhee ddeeffaauulltt vvaalluuee ffoorr wwiiddtthh iiss {{ 11 ,, 88 00 }}..

eennggtthh iiss ggiivveenn aass aa ssiinnggllee nnuummbbeerr ssppeecciiffyyiinngg tthhee nnuummbbeerr ooff lliinneess ttoo bbee pprriinntteedd bbeeffoorree ppaauussiinngg [[11..11]].. TThhee

pp

ddeeffaauulltt vvaalluuee iiss II nn ff ..

rrssttyyllee ssppeecciiffiieess tthhee mmaaxxiimmuumm lleennggtthh ooff eexxpprreessssiioonnss ttoo bbee pprriinntteedd iinn ssttaannddaarrdd ttwwoo--ddiimmeennssiioonnaall ffoorrmmaatt;; eexxpprreess--
..

pp
ssiioonnss wwhhiicchh wwoouulldd rreeqquuiirree mmoorree tthhaann tthhee ssppeecciiffiieedd nnuummbbeerr ooff lliinneess aarree ttoo bbee pprriinntteedd iinn aa ddiirreecctt lliinneeaarr ffoorrmmaatt
rrssttyyllee mmaayy bbee ggiivveenn aass aa lliisstt {{mmaaxx ,, llpprrmmaaxx}},, wwhheerree llpprrmmaaxx aapppplliieess ttoo pprriinnttiinngg bbyy LLpp rr [[1100..11]] aanndd mmaaxx ttoo

ee
ff
aallll ootthheerr pprriinnttiinngg,, oorr aass aa ssiinnggllee nnuummbbeerr ttoo bbee ttaakkeenn aass tthhee vvaalluuee ffoorr bbootthh mmaaxx aanndd llpprrmmaaxx.. TThhee ddeeffaauulltt vvaalluu
oorr pprrssttyyllee iiss {{ 00 ,, 00 }};; hhoowweevveerr,, aatt tthhee ssttaarrtt ooff eevveerryy SSMMPP jjoobb,, pprrssttyyllee iiss iinniittiiaalliizzeedd iinn tthhee FF ii ll ee pprrooppeerrttyy ooff

gg
tthhee iinnppuutt//oouuttppuutt mmeeddiiuumm TTee rrmmii nn aa ll ttoo {{ II nn ff ,, 00 }}..

LLpp rr [[1100..11]]

ttaabbss mmaayy bbee ggiivveenn eeiitthheerr aass aa ssiinnggllee nnuummbbeerr nn,, iinnddiiccaattiinngg tthhaatt tteerrmmiinnaall hhaarrddwwaarree ttaabb ssttooppss aarree sseett eevveerryy nn
oo

ii
ccoolluummnnss ssttaarrttiinngg aatt 11 ,, oorr aass aa lliisstt ooff tthhee ttaabb ssttoopp ppoossiittiioonnss.. TThhee ddeeffaauulltt vvaalluuee ffoorr ttaabbss iiss 00 .. ttaabbss iiss uusseedd tt
nnffoorrmm SSMMPP ooff tthhee hhaarrddwwaarree ttaabb ssttoopp ppoossiittiioonnss,, nnoott ttoo rreesseett tthheemm..

rr
ii
ggccooddee iiss aa nnuummeerriiccaall ccooddee ssppeecciiffyyiinngg ggrraapphhiiccss mmooddee oouuttppuutt cchhaarraacctteerriissttiiccss.. ggccooddee mmaayy aallssoo bbee ggiivveenn aass aa ffiillttee
nn aann OOpp ee nn pprroojjeeccttiioonn [[1100..33]].. AAvvaaiillaabbllee nnuummeerriiccaall ccooddeess aarree ddeessccrriibbeedd iinn tthhee IImmpplleemmeennttaattiioonn NNootteess aanndd ttyypp--

iiccaallllyy iinncclluuddee::

00 GGeenneerraattee oouuttppuutt ssuuiittaabbllee ffoorr ddeevviicceess wwiitthhoouutt ssppeecciiaall ggrraapphhiiccss ccaappaabbiilliittiieess..

nn11 GGeenneerraattee ddeevviiccee--iinnddeeppeennddeenntt ccooddeess ssuuiittaabbllee ffoorr iinnppuutt ttoo aann eexxtteerrnnaall pplloottttiinngg pprrooggrraamm ssppeecciiffiieedd ii
II nn ii tt ..

22 GGeenneerraattee oouuttppuutt bbyy eexxeeccuuttiinngg aann eexxtteerrnnaall pplloottttiinngg pprrooggrraamm ssppeecciiffiieedd iinn II nn ii tt uussiinngg ddeevviiccee--iinnddeeppeennddeenntt

33

ccooddeess..

GGeenneerraattee oouuttppuutt ssuuiittaabbllee ffoorr TTeekkttrroonniixx 44001100 oorr eeqquuiivvaalleenntt..

..

55

44 GGeenneerraattee oouuttppuutt ssuuiittaabbllee ffoorr DDEECC GGIIGGII,, VVTT112255,, oorr eeqquuiivvaalleenntt

GGeenneerraattee oouuttppuutt ssuuiittaabbllee ffoorr TTeekkttrroonniixx 44002255 oorr eeqquuiivvaalleenntt..

PP

TThhee ddeeffaauulltt vvaalluuee ooff ggccooddee iiss 00 ..

aarrttss ooff iiffiillee [[ FF ii ll ee ]] ,, uusseedd aass tthhee ddeeffaauulltt vvaalluuee ffoorr ffoorrmmaatt,, aarree aauuttoommaattiiccaallllyy rreeaassssiiggnneedd wwhheenn ffoorrmmaatt iiss
ss

NN
mmooddiiffiieedd iinn aa ffiilleessppeecc oorr wwhheenn ggccooddee iiss mmooddiiffiieedd iinn aann OOpp ee nn pprroojjeeccttiioonn.. AAnnyy ppaarrtt ooff ffoorrmmaatt ggiivveenn aa

uu ll ll iiss ttaakkeenn ttoo rreepprreesseenntt tthhee pprreevviioouuss vvaalluuee ooff tthhaatt ppaarrtt..
gg FF ii ll ee [[44]]
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TT

AA..77 TTeerrmmiinnaall cchhaarraacctteerriissttiiccss

eerrmmiinnaall cchhaarraacctteerriissttiiccss aarree ttyyppiiccaallllyy ggiivveenn aass aa ppaarraammeetteerr ttoo II nn ii tt [[1100..66]] ooff tthhee ffoorrmm {{lliisstt11 ,, lliisstt22}}..

⊃⊃
⊂⊂
lliisstt11 ssppeecciiffiieess tthhee cchhaarraacctteerr sseeqquueenncceess ttyyppeedd bbyy tthhee uusseerr iinn ddiissppllaayy mmooddee [[1100..44]] ttoo iinnddiiccaattee ⊂⊂ uupp⊃⊃ ⊂ ⊂ ddoowwnn

lleefftt⊃⊃ ⊂ ⊂ rriigghhtt⊃⊃ ⊂ ⊂ ttaabb uupp⊃⊃ ⊂ ⊂ ttaabb ddoowwnn⊃⊃ ⊂ ⊂ ttaabb lleefftt⊃⊃ ⊂ ⊂ ttaabb rriigghhtt⊃⊃ ⊂ ⊂ ssccrroollll ffoorrwwaarrdd⊃⊃ ⊂ ⊂ ssccrroollll bbaacckk⊃⊃ ⊂ ⊂ mmaarrkk⊃⊃ aanndd
nn

ll
⊂⊂ sseelleecctt⊃⊃ .. TThheessee cchhaarraacctteerr sseeqquueenncceess aarree rreepprreesseenntteedd aass lliissttss ooff SSMMPP cchhaarraacctteerr ccooddeess [[AA..55]] aanndd aarree ggiivveenn ii
iisstt11 aass vvaalluueess iinnddeexxeedd rreessppeeccttiivveellyy bbyy tthhee ssyymmbboollss UUpp,, DDoowwnn,, LLee ff tt ,, RR ii gg hh tt ,, TTaa bbUUpp,, TTaa bbDDoowwnn,,

DD

TTaa bbLLee ff tt ,, TTaa bbRR ii gg hh tt ,, FFoo rrwwaa rr dd,, BBaa cc kk,, MMaa rr kk,, aanndd SS ee ll ee cc tt ..

eeffaauulltt vvaalluueess ffoorr tthhee cchhaarraacctteerr sseeqquueenncceess ttoo bbee ggiivveenn aass ddiissppllaayy mmooddee ccoommmmaannddss aarree ttyyppiiccaallllyy::

⊂⊂ uupp⊃⊃ uu

⊂⊂ ddoowwnn⊃⊃ dd

⊂⊂ lleefftt⊃⊃ ll

⊂⊂ rriigghhtt⊃⊃ rr

⊂⊂ ttaabb uupp⊃⊃ UU

⊂⊂ ttaabb ddoowwnn⊃⊃ DD

⊂⊂ ttaabb lleefftt⊃⊃ LL

⊂⊂ ttaabb rriigghhtt⊃⊃ RR

⊂⊂ ssccrroollll ffoorrwwaarrdd⊃⊃ ++

⊂⊂ ssccrroollll bbaacckk⊃⊃ --

⊂⊂ mmaarrkk⊃⊃ ..

⊂⊂ sseelleecctt⊃⊃ ⊂ ⊂ rreettuurrnn⊃⊃
TThheessee ddeeffaauullttss mmaayy bbee oovveerrrriiddddeenn bbyy eexxeeccuuttiioonn ooff aann eexxtteerrnnaall pprrooggrraamm ddeessccrriibbeedd iinn tthhee IImmpplleemmeennttaattiioonn NNootteess

aa
wwhhiicchh pprroommppttss tthhee uusseerr ffoorr ddiirreecctt ttyyppiinngg ooff tthhee cchhaarraacctteerr sseeqquueenncceess,, ggeenneerraatteess aann II nn ii tt pprroojjeeccttiioonn aassssiiggnniinngg
pppprroopprriiaattee vvaalluueess ffoorr lliisstt11,, aanndd ppllaacceess tthhee II nn ii tt pprroojjeeccttiioonn iinn aann iinniittiiaalliizzaattiioonn ffiillee..

tt
tt
IIff tteerrmmiinnaall ccaappaabbiilliittiieess hhaavvee bbeeeenn ssppeecciiffiieedd iinn lliisstt22 ((sseeee bbeellooww)),, kkeeyyss mmaarrkkeedd ↑↑ ,, ↓↓ ,, ←← ,, aanndd →→ aarree eeqquuiivvaalleenn
oo ⊂⊂ uupp⊃⊃ ⊂ ⊂ ddoowwnn⊃⊃ ⊂ ⊂ lleefftt⊃⊃ aanndd ⊂⊂ rriigghhtt⊃⊃ ..

lliisstt22 ssppeecciiffiieess vvaarriioouuss ccaappaabbiilliittiieess ooff tthhee tteerrmmiinnaall,, aanndd iiss oofftteenn ggeenneerraatteedd oonn iinniittiiaalliizzaattiioonn.. AA mmoonniittoorr ccoomm--

ss
mmaanndd eexxeeccuutteedd iinn ssmmpp .. pp aa rr [[AA..99]] aatttteemmppttss ttoo aasscceerrttaaiinn tthhee mmaakkee aanndd mmooddeell ooff tthhee uusseerr’’ss tteerrmmiinnaall aanndd
eeaarrcchheess ffoorr iinnffoorrmmaattiioonn oonn tthhee tteerrmmiinnaall’’ss ccaappaabbiilliittiieess iinn aa ddaattaabbaassee ttyyppiiccaallllyy nnaammeedd tt ee rrmmcc aa pp ffrroomm aa cceenn--

tt
ttrraall ssyysstteemm ffiillee ddiirreeccttoorryy.. AAnnyy iinnffoorrmmaattiioonn rreettrriieevveedd iiss ppllaacceedd iinn aa lliisstt iinnddeexxeedd bbyy ssyymmbboollss rreepprreesseennttiinngg tthhee
eerrmmiinnaall ccaappaabbiilliittiieess..

DDeettaaiillss oonn tthhee ffoorrmmaatt ooff tteerrmmiinnaall ddeessccrriippttiioonnss iinn tt ee rrmmcc aa pp aanndd iinn lliisstt22 mmaayy bbee ffoouunndd iinn tthhee IImmpplleemmeennttaattiioonn

A

NNootteess..

A..88 SSyysstteemm cchhaarraacctteerriissttiiccss

TThhee ""bblloocckk"" iiss tthhee bbaassiicc uunniitt ooff mmeemmoorryy uusseedd iinn SSMMPP.. IIttss pphhyyssiiccaall ssiizzee iiss ssppeecciiffiieedd iinn tthhee IImmpplleemmeennttaattiioonn
,,

aa
NNootteess,, aanndd iiss ttyyppiiccaallllyy 1166 bbyytteess.. SSMMPP jjoobbss uussuuaallllyy aallllooccaattee mmeemmoorryy ddyynnaammiiccaallllyy.. IIff nneecceessssaarryy oorr ddeessiirraabbllee
nn aabbssoolluuttee mmaaxxiimmuumm oonn mmeemmoorryy ssppaaccee mmaayy bbee ssppeecciiffiieedd iinn aann II nn ii tt pprroojjeeccttiioonn..

gg
gg MMeemm [[1100..88]]

II nn ii tt [[1100..66]]

CCPPUU ttiimmee uusseedd bbyy SSMMPP iiss rreeppoorrtteedd iinn sseeccoonnddss,, ttoo aa rreessoolluuttiioonn ooff oonnee ""ttiicckk"".. AA ttiicckk iiss ttyyppiiccaallllyy 11//6600 sseeccoonndd;;

gg
iittss vvaalluuee aatt aa ppaarrttiiccuullaarr iinnssttaallllaattiioonn iiss ggiivveenn iinn tthhee IImmpplleemmeennttaattiioonn NNootteess..
##TT [[11..22]]

]]
gg
gg TT iimmee [[1100..88

CC ll oo cc kk [[1100..1100]]



AA..99 SSMMPP SSUUMMMMAARRYY // EExxtteerrnnaall iinntteerrffaaccee AA..99

AA

AA..99 IInniittiiaalliizzaattiioonn aanndd tteerrmmiinnaattiioonn

llll SSMMPP jjoobbss ffiirrsstt rreeaadd aa ffiillee ttyyppiiccaallllyy nnaammeedd ssmmpp .. pp aa rr ffrroomm aa cceennttrraall ssyysstteemm ffiillee ddiirreeccttoorryy.. TThhiiss ffiillee

oo
eeiitthheerr ccoonnttaaiinnss aann II nn ii tt pprroojjeeccttiioonn ttoo ddeeffiinnee eexxtteerrnnaall ppaarraammeetteerrss oorr ggeenneerraatteess ssuucchh aa pprroojjeeccttiioonn bbyy eexxeeccuuttiioonn
ff aa mmoonniittoorr ccoommmmaanndd tthhrroouugghh RRuunn..

AA sseeqquueennccee ooff ffiillee ddiirreeccttoorriieess ssppeecciiffiieedd iinn II nn ii tt iiss sseeaarrcchheedd ffoorr aann iinniittiiaalliizzaattiioonn ffiillee uussuuaallllyy nnaammeedd
--

tt
ssmmpp .. ii nn ii .. TThhiiss ffiillee oofftteenn iinncclluuddeess OOpp ee nn pprroojjeeccttiioonnss ttoo ddeeffiinnee ffuurrtthheerr tteerrmmiinnaall cchhaarraacctteerriissttiiccss aanndd ttoo iinnii
iiaattee eennttrryy ooff iinnppuutt aanndd oouuttppuutt iinnttoo aa rreeccoorrdd ffiillee ttyyppiiccaallllyy nnaammeedd ssmmpp .. oo uu tt .. IItt mmaayy aallssoo iinncclluuddee mmoonniittoorr

WW

eessccaappeess oorr DDss pp pprroojjeeccttiioonnss ttoo pprriinntt ppeerrttiinneenntt iinnffoorrmmaattiioonn..

hheenn aann SSMMPP jjoobb iiss tteerrmmiinnaatteedd,, iitt sseeaarrcchheess aa sseeqquueennccee ooff ffiillee ddiirreeccttoorriieess ssppeecciiffiieedd iinn II nn ii tt ffoorr aa tteerrmmiinnaattiioonn
yy

dd
ffiillee uussuuaallllyy nnaammeedd ssmmpp .. ee nndd.. IIff ffoouunndd,, tthhee ffiillee iiss iinnppuutt bbeeffoorree ffiinnaall tteerrmmiinnaattiioonn.. TThhee SSMMPP jjoobb ppaasssseess bb
eeffaauulltt aa ""ssuucccceessssffuull ccoommpplleettiioonn"" eexxiitt ccooddee ttoo tthhee mmoonniittoorr;; ootthheerr eexxiitt ccooddeess mmaayy bbee ssppeecciiffiieedd iinn EExx ii tt ..

yy

11

TThhee eexxtteerrnnaall ppaarraammeetteerrss ttoo bbee ggiivveenn iinn II nn ii tt aarree ssppeecciiffiieedd iinn tthhee IImmpplleemmeennttaattiioonn NNootteess,, aanndd aarree ttyyppiiccaallll

.. LLiisstt ooff ffiillee ddiirreeccttoorriieess ttoo bbee sseeaarrcchheedd bbyy GGee tt aanndd LLoo aa dd..

33

22.. LLiisstt ooff ffiillee ddiirreeccttoorriieess ttoo bbee sseeaarrcchheedd bbyy RRuunn..

.. LLiisstt ooff ffiillee ddiirreeccttoorriieess ttoo bbee sseeaarrcchheedd iinn iinnffoorrmmaattiioonn mmooddee ffoorr oonn--lliinnee ddooccuummeennttaattiioonn,, iinntteerraaccttiivvee iinnssttrruucc--

44

ttiioonn ssccrriippttss,, ttuuttoorriiaallss,, eettcc..

.. LLiisstt ooff ffiilleess ttoo bbee rreeaadd oonn iinniittiiaalliizzaattiioonn..

66

55.. LLiisstt ooff ffiilleess ttoo bbee rreeaadd oonn tteerrmmiinnaattiioonn..

.. LLiisstt ooff ffiilleess ttoo bbee iinncclluuddeedd iinn tthhee iinnffoorrmmaattiioonn mmooddee ddaattaabbaassee..

,,77.. LLiisstt ooff mmoonniittoorr ccoommmmaannddss ttoo bbee eexxeeccuutteedd bbyy RRuunn,, HHaa rr dd,, SS ee nndd,, SS aa vv ee ,, EEdd,, CCoo dd ee ,, LLoo aa dd
PP ll oo tt ..

88.. DDeeffaauulltt ccooddee ffoorr HHaa rr dd..

..

11

99.. DDeeffaauulltt ddeessttiinnaattiioonn ffoorr SS ee nndd

00.. DDeeffaauulltt iinntteerrmmeeddiiaattee llaanngguuaaggee ffoorr PP rr oo gg aanndd CCoo nn ss ..

11

1111.. DDeeffaauulltt ffiillee ddiirreeccttoorryy ffoorr DD ii rr ..

22.. TTeerrmmiinnaall cchhaarraacctteerriissttiiccss [[AA..77]]..

..

11

1133.. MMaaxxiimmuumm nnuummbbeerr ooff mmeemmoorryy bblloocckkss [[AA..88]] ttoo bbee aallllooccaatteedd

44.. 11 ffoorr aann iinntteerraaccttiivvee jjoobb;; {{ 11 ,, 00 }} ffoorr iinntteerraaccttiivvee iinnppuutt;; {{ 00 ,, 11 }} ffoorr iinntteerraaccttiivvee oouuttppuutt..

1155.. 11 ttoo ddiissaabbllee eexxtteerrnnaall ooppeerraattiioonnss nnoott ddiirreeccttllyy ccoonnttrroolllleedd bbyy tthhee SSMMPP jjoobb..



SSMMPP SSUUMMMMAARRYY // IInnddeexx

?

IInnddeexx

? 1.2
2

#

?? ?? 1.

# II 1.3
3

#
##OO 1.
#TT 1.3

%
%% 1.3
%%% 6.3

3
%
%%II 6.
%OO 6.3

3%%TT 6.

@@ii ##OO 1.3

6
6
3-j symbol WWii gg 8.
-j symbol, Racah RRaa cc 8.6

ββ CCaa tt bb 8.7(nn )
ΓΓ(xx ) GGaammmmaa 8.7

7ΓΓ GGaammmmaa 8.(xx ,aa )
γγ EEuu ll ee rr 8.4

3
ζζ
δδ function DDee ll tt aa 8.
(uu ) WWee ii zz 8.10
ζζ ZZee tt aa 8.7(zz )
ζζ(zz ,aa ) ZZee tt aa 8.7

3
θθ
θθ function TThh ee tt aa 8.

(zz e mm )ii JJ aa cc tt hh 8.10
µµkk MMoobb 8.11(nn )
νν(nn ) LL ii oo 8.11

0ΠΠ EE ll ll PP ii 8.1(kk e tt )
ππ PP ii 8.4

8ρρnn PPcc pp 8.(νν,zz )
σσ(uu ) WWee ii ss 8.10

1σσkk DD ii vv ss ii gg 8.1(nn )
ΦΦ(zz ,ss ,aa ) LLee rr 8.7

φφ
φφ PPhh ii 8.4

(nn ) TToo tt ii ee nn tt 8.11
ψψ PP ss ii 8.7(zz )
ψψ (zz )(nn ) PP ss ii 8.7

8A AA ii rrAA ii 8.i(zz )
BB (xx ,yy ) BBee tt aa 8.7

7
BB
BB (xx ,yy ,aa ) BBee tt aa 8.

nn BBee rr 8.7
7BBnn BBee rr 8.(xx )

ber (zz ) ++ ii bei (zz )nn nn KKee ll bb ee 8.8
B AA ii rrBB ii 8.8i(zz )
CC (xx )nn

(1) GGee gg 8.9
CC FFrr eeCC 8.8(zz )
Chi(zz ) CCoo ss hh ii 8.7
C CCoo ss ii 8.7i(zz )

DD (zz )pp PPaa rr 8.8
0EE EE ll ll EE 8.1(kk e tt )

EEnn EEuu ll 8.7
7EEnn EEuu ll 8.(xx )

EE (zz )nn EExxpp ii 8.7
Eνν WWee bbEE 8.8E (zz )
Ei(zz ) EE ii 8.7

8
e
erf(zz ) EErr ff 8.
rfc(zz ) EErr ff cc 8.8

8FFLL CCoouuFF 8.(ηη,rr )
FF (aa ;cc ;zz ) CChh gg 8.8

2

1 1

1FF (aa ,bb ;cc ;zz ) 9HHgg 8.
8GGLL CCoouuGG 8.(ηη,rr )

HH (zz )nn HHee rr 8.8
8nn BBee ssHH11 8.(1)HH (zz )

HH (zz )nn
(2) BBee ssHH22 8.8

Hnn SS tt rrHH 8.8H (zz )
II (zz )nn BBee ss II 8.8

1JJkk JJ oo rr 8.1(nn )
JJ (zz )nn BBee ss JJ 8.8

8Jnn AAnn gg JJ 8.J (zz )
jj (zz )nn BBee ss jj 8.8

0KK EE ll ll KK 8.1(kk e tt )
KK (zz )nn BBee ssKK 8.8
kk νν BBaa tt kk 8.8(zz )
ker (zz ) ++ ii kei (zz )nn nn KKee ll kk ee 8.8
LLnn

(aa ) LLaa gg 8.8(zz )
LL (zz )nn SS tt rrLL 8.8
L nn LL ii 8.7i (zz )
li(zz ) LLoo gg ii 8.7

8MMll ,mm WWhh iiMM 8.(zz )
PP (uu ) WWee ii PP 8.10

9PPnn
(aa ,bb ) JJ aa cc PP 8.(zz )

PP (zz )ll
mm LLee ggPP 8.9

9ll LLee ggQQ 8.mmQQ (zz )
SS (zz ) FFrr ee SS 8.8

nn SS tt ii 11 8.6(mm )SS
SSnn

(mm ) SS tt ii 22 8.6
8ssmm ,nn LLoomm 8.(zz )

Shi(zz ) SS ii nnhh ii 8.7
S SS ii nn ii 8.7i(zz )
Sn(xx e mm ) eettcc. JJ aa cc SSnn eettcc. 8.10
TTnn CChh eeTT 8.9(xx )
TT (mm ,nn ,zz ) TToo rr 8.8
UUnn CChh eeUU 8.9(xx )
UUUU (aa ,bb ,zz ) KKuummUU 8.8
WWll ,mm WWhh iiWW 8.8(zz )
(xx )nn PPoo cc 8.7

8YYnn BBee ssYY 8.(zz )
yy (zz )nn BBee ss yy 8.8



AA 2.1
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abort 1.5 EExx ii tt 10.6
AAbb ss 8.3
absolute value AAbb ss 8.3

A
accuracy 2.1
Acc oo ss 8.5

5
A
AAcc oo ss hh 8.
Acc oo tt 8.5

5
A
AAcc oo tt hh 8.
Acc ss cc 8.5

5AAcc ss cc hh 8.
acute accent 3.5

2
a
addition of parts 3.
ddition PP ll uu ss 8.2

A
AAee xx 7.10
Aggdd 8.5

A
aid 1.2
A ii rrAA ii 8.8

8AA ii rrBB ii 8.
Airy function AA ii rrAA ii 8.8 AA ii rrBB ii 8.8

a
ambiguous input 1.1
mbiguous output 2.12

0
A
analyze expression AAee xx 7.1
Anndd 5.
Anger function AAnn gg JJ 8.8
AAnn gg JJ 8.8
angle brackets 0.
antisymmetric ordering RRee oo rr 7.7

A
antisymmetric tensor SS ii gg 9.6
App 7.2
append CCaa tt 7.7

7
a
application of expressions 2.
pplication of rules 3.1

2
a
application of templates AApp 7.
pplication of templates, recursive MMaapp 7.2

a
approximation AAxx 9.5
pproximations, series 9.5

AArr 7.1
arbitrary expressions 2.6

1
a
arbitrary length integer BB 2.
rbitrary magnitude number AA 2.1

A
arbitrary precision number FF 2.1
Arr ee pp 3.3

3
a
arguments 2.
rguments, number of LLee nn 7.4

a
arithmetic functions 8.2
rrange SS oo rr tt 7.7

1
a
array generation AArr 7.
rrays 2.4

arrays, assignment of 3.2
AAss 7.3
AS 8.1
ASCII codes A.5

A
AAss ee cc 8.5
Ass ee cc hh 8.5

A
AAss ii nn 8.5
Ass ii nnhh 8.5
assemble projection AAss 7.3
assertions 3.2

assertions, relational 5.

a
assignment 3.2
ssignment, property PPrr ss ee tt 4.

a
assignment, type TTyy ss ee tt 4.
ssistance 1.2

6
a
associative functions 2.
ssociativity 2.10 2.11 FF ll aa tt 4.

a
assumptions 3.2
sterisk in output 2.12

AAss yymm RRee oo rr 7.7
asynchronous operations 10.9

A
AAtt 7.2
Att aann 8.5

5AAtt aannhh 8.
automatic variables LLcc ll 6.3

A
AAxx 9.5
Axx ee ss 10.2

b
BB 2.1
ackquote MMaa rr kk 2.3

b
base PPooww 8.2
ases 9.1

Bateman function BBaa tt kk 8.8

B
BBaa tt kk 8.8
Bee rr 8.7
Bernoulli numbers BBee rr 8.7

7
B
Bernoulli polynomials BBee rr 8.
Bee ssHH11 8.8

8
B
BBee ssHH22 8.
Bee ss II 8.8

8
B
BBee ss JJ 8.
Bee ss jj 8.8

8
B
BBee ssKK 8.

essel function, irregular spherical BBee ss yy 8.8

B
Bessel function, irregular BBee ssYY 8.8

essel function, modified
BBee ss II 8.8 BBee ssKK 8.8

8
B
Bessel function, regular spherical BBee ss jj 8.

essel function, regular BBee ss JJ 8.8

B
BBee ssYY 8.8
Bee ss yy 8.8

7
b
BBee tt aa 8.
eta function BBee tt aa 8.7

.
b
biconditional, logical EEqq 5

ig floating point number FF 2.1

b
big integer BB 2.1
ig number AA 2.1

7
b
binary code, evaluation by 10.
inary file 10.7

1
b
binary operator 2.1
inomial coefficient CCoommbb 8.6

b
bitpad 10.4
lank NNuu ll ll 2.2

8
B
blocks 6.3 A.8 SS ii zz ee 10.

MP 8.1
boolean operations 5.

b
bottom DDee nn 7.9
race levels 1.7

braces 0. 2.4



x

b
bracket levels 1.7

SMP SUMMARY / Inde

ranch cuts 8.1
5

b
break interrupt 1.
ug report SS ee nndd 10.6

C

bytes A.8

language 10.7
canonical ordering of filters RRee oo rr 7.7

C
canonical ordering test OOrr dd 5.

artesian "product", generalized OOuu tt ee rr 9.6

C
Cartesian product OOmmuu ll tt 8.2
Caa tt 7.7

4CCaa tt aa ll aann 8.
Catalan beta function CCaa tt bb 8.7

4
C
Catalan’s constant CCaa tt aa ll aann 8.
Caa tt bb 8.7

7
C
catenate CCaa tt 7.
Cbb 7.9

3
C
CCee ii ll 8.
Cff 9.5

.CChh aamm 4
chameleonic expression 2.8

c
chameleonic symbols 2.2
hange directory DD ii rr 10.6

c
channels, input/output A.3
haracter codes A.5

6
c
character determination 7.
haracter manipulation 10.5

c
character replacement 2.11
haracter set A.5 EExxpp ll 10.5

c
character strings 2.2
haracteristics 4.

Chebychev function of first kind CChh eeTT 8.9
9

C
Chebychev function of second kind CChh eeUU 8.
Chh eeTT 8.9

9
C
CChh eeUU 8.
Chh gg 8.8
Clebsh-Gordan coefficient WWii gg 8.6

C
CC ll oo cc kk 10.9
C ll oo ss ee 10.3
CCoodd ee 10.7
code file 10.7

4
C
code files A.
Coo ee ff 7.9
coefficient CCoo ee ff 7.9

9
C
coefficient, numerical NNcc 7.
Coo ll 7.9
collect terms CCbb 7.9 CCoo ll 7.9
CCoommbb 8.6
combinatorial coefficient CCoommbb 8.6

c
combinatorial functions 8.6
ombine denominators RRaa tt 7.9

c
combine lists CCaa tt 7.7
ombine terms CCbb 7.9

CCoommmm 4.
commands, monitor A.3

c
comments 2.9
omments, external file A.2

9common denominator CCoo ll 7.9 RRaa tt 7.

common elements II nn tt ee rr 7.7
8

c
common subexpressions SShh aa rr ee 10.
ommunication SS ee nndd 10.6

c
commutative functions 2.6
ommutativity CCoommmm 4.

c
compilation 10.7
ompile program CCoodd ee 10.7 CCoonn ss 10.7

c
complementary error function EErr ff cc 8.8
omplex conjugate CCoonn jj 8.3

c
complex number CCxx 2.1
ompliments SS ee nndd 10.6

c
compulsory filters 0.
omputed goto statement SS ee ll 6.1

c
concatenate CCaa tt 7.7
onditional pattern matching GGee nn 2.6

c
conditional, logical IImmpp 5.
onditionals 6.1

confluent hypergeometric function CChh gg 8.8
CCoonn jj 8.3
conjugate CCoonn jj 8.3

.
C
conjunction, logical AAnndd 5
Coonn ss 10.7

C
CCoonn ss 4.
Coonn ss tt 4.

.
c
constant CCoonn ss tt 4
onstants, mathematical 8.4

7
C
construction of programs 10.
Coonn tt 7.5

5
c
contains II nn 7.
ontent determination 7.5

5
c
contents, list of CCoonn tt 7.
ontiguous list, test for CCoonn tt pp 7.6

c
contiguous lists 2.4
ontiguous, make list CCaa tt 7.7

c
continuation, input 1.1
ontinue RRee tt 6.3

continued fraction approximation CCff 9.5
2

C
contour plot GGrr aapphh 10.2 PP ll oo tt 10.
Coonn tt pp 7.6
contraction II nnnn ee rr 9.6

c
control of operations 2.5
ontrol of simplification SSmmpp 4.

c
control structures 6.
ontrol transfer JJmmpp 6.3

c
controlled evaluation 3.3
ontrolled simplification SSmmpp 3.1

c
conventions 0.
onventions, external files A.2

2
c
conventions, symbol names 2.
onversion, number A.3

5
c
convert character to code EExxpp ll 10.
onvert code to character IImmpp ll 10.5

c
convert list to projection AAss 7.3
onvert projection to list DD ii ss 7.3

5
c
convert series to polynomial AAxx 9.
opy file SS aa vv ee 10.6

c
copy OOpp ee nn 10.3
ore management 10.8

correction 1.7



x

C
CCoo ss 8.5
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Coo ss hh 8.5
7

C
CCoo ss hh ii 8.
Coo ss ii 8.7
cosine integral function CCoo ss ii 8.7

C
CCoo tt 8.5
Coo tt hh 8.5

8
C
CCoouuFF 8.
CoouuGG 8.8
Coulomb wave function, irregular CCoouuGG 8.8

C
Coulomb wave function, regular CCoouuFF 8.8

PU time CC ll oo cc kk 10.9 TT iimmee 10.8

c
criteria 2.7
riteria for pattern matching GGee nn 2.6

C
CCss cc 8.5
Css cc hh 8.5

4
C
cursor operations 10.
Cuu rr vv ee 10.2

C
CCxx 2.1
Cyy cc 7.7

7
C
cycle CCyy cc 7.
Cyy cc ll ii cc RRee oo rr 7.7

7

D

cyclic ordering RRee oo rr 7.

D 9.4
1

d
dagger 8.
ata point EErr rr 2.1

7
d
data types CCoonn ss 10.
atabase, information mode 1.2

d
deassignment 3.2
ebugging aids 10.10

.
D
debugging output TTrr aa cc ee 4
Dee cc 3.2

2
d
declaration 3.
eclaration, character 7.6

.
d
declaration, type TTyy ss ee tt 4
ecode EExxpp ll 10.5

2
d
decrement DDee cc 3.
efault values NNuu ll ll 2.2

d
defaults A.9
efaults, set II nn ii tt 10.6

d
deferred simplification 3.5
efinite integration II nn tt 9.4

D
definition of rules 3.2
Dee gg 8.4
degree of polynomial EExxpp tt 7.9

D
degrees DDee gg 8.4
Dee ll 7.3
delayed assignment 3.2

7
d
delete nested braces FF ll aa tt 7.

elete parts DDee ll 7.3

d
delete text 1.7
eletion of parts 3.2

D
DDee ll tt aa 8.3
Dee nn 7.9
denominator DDee nn 7.9
denominator, common CCoo ll 7.9 RRaa tt 7.9
DDee pp 7.4
depth 2.5 DDee pp 7.4

derivative, partial DD 9.4

D
derivative, total DDtt 9.4
Dee tt 9.6
determinant DDee tt 9.6

6
d
determination of character 7.
etermination of content 7.5

d
development aids 10.10
evice-independent graphics A.6

DDff cc tt ll 8.6
diagonalization SS iimmtt rr aann 9.6

d
differential, partial DD 9.4
ifferential, total DDtt 9.4

.
d
differentiation constant CCoonn ss tt 4

ifferentiation DDtt 9.4 DD 9.4

d
digamma function PP ss ii 8.7

ilogarithm LL ii 8.7
DD iimm 7.4
dimensions DD iimm 7.4
DD ii rr 10.6
Dirac function DDee ll tt aa 8.3

d
directories, default A.9
irectory DD ii rr 10.6

DD ii ss 7.3
disassemble projection DD ii ss 7.3

d
disjunction, logical OOrr 5.
isk files 10.3

display file DDss pp 10.6

d
display margins A.6
isplay mode commands A.7

2
D
display operations 10.4 AAtt 7.
D ii ss tt 7.8
DD ii ss tt 4.
distribution property DD ii ss tt 4.

d
distribution DD ii ss tt 7.8
istribution, list LLdd ii ss tt 7.7

.
d
distribution, list (property) LLdd ii ss tt 4

istribution, power PPoowwdd ii ss tt 7.8
.

D
distribution, power (property) PPoowwdd ii ss tt 4
D ii vv 8.2

1DD ii vv ii ss 8.1
division DD ii vv 8.2

6
d
division, matrix MMdd ii vv 9.
ivision, polynomial PPdd ii vv 9.1

d
divisor function DD ii vv ss ii gg 8.11
ivisors, integer DD ii vv ii ss 8.11

D
divisors, polynomial FFaa cc 9.1
D ii vv ss ii gg 8.11
DDoo 6.2
do loop DDoo 6.2

2
d
documentation, external file A.
ocumentation, on-line access 1.2

dd
domains 2.5
oommccrriitt 2.5

DDoo tt 8.2
dot product DDoo tt 8.2

6
D
double factorial DDff cc tt ll 8.
Dss pp 10.6
DDtt 9.4
dummy expressions 2.6



d
dummy index 2.8

SMP SUMMARY / Index

ummy symbols 2.2

E

dyads 2.4

E 8.4
E function, MacRobert MMaa ccEE 8.9

E
echoing 1.1
Edd 10.5

5EEddhh 10.
<<ee dd ii tt >> 1.1 1.7

5
e
edit held form EEddhh 10.
dit mode 1.7

5
E
edit EEdd 10.
E ii 8.7

6
e
EE ii gg 9.
igenvectors EE ii gg 9.6

e
EE ll eemm 7.3
lementary functions 8.5

3
e
elements, list 2.4 EE ll eemm 7.
limination of equations SS oo ll 9.3

e
EE ll ll EE 8.10
llipsis SS ee qq 7.1

0
e
elliptic functions 8.1
lliptic functions, Jacobian JJ aa cc SSnn 8.10

e
elliptic integral of first kind EE ll ll KK 8.10
lliptic integral of second kind EE ll ll EE 8.10

E
elliptic integral of third kind EE ll ll PP ii 8.10
E ll ll KK 8.10

0
e
EE ll ll PP ii 8.1
lse II ff 6.1

encasement type extension EExx tt ee 4.

e
encode IImmpp ll 10.5
nd job 1.5 EExx ii tt 10.6

3
e
entries, list 2.4 EE ll eemm 7.
ntries, number of LLee nn 7.4

E
epsilon tensor SS ii gg 9.6
Eqq 5.
equality EEqq 5.

4
e
equality, numerical NNee qq 3.
quations, solution of SS oo ll 9.3

e
equivalence of expressions 2.6
rase 3.2

8
E
EErr ff 8.
Err ff cc 8.8

e
EErr rr 2.1
rror correction 1.7

8
e
error function EErr ff 8.
rror function, complementary EErr ff cc 8.8

e
errors, input 1.1
rrors, numbers with EErr rr 2.1

E
escapes, monitor 1.6
Euu ll 8.7

4
E
EEuu ll ee rr 8.

uler gamma function GGaammmmaa 8.7

E
Euler numbers EEuu ll 8.7

uler polynomials EEuu ll 8.7
4

E
Euler’s constant EEuu ll ee rr 8.

uler’s totient function TToo tt ii ee nn tt 8.11
Euler-Mascheroni constant EEuu ll ee rr 8.4

EEvv 3.7
1

e
evaluation 3.
valuation, numerical NN 3.4

6
e
even number, test for EEvv ee nnpp 7.
ven ordering RRee oo rr 7.7

E
EEvv ee nnpp 7.6
Exx 7.8
exact integer BB 2.1

e
examples 1.2
xclusive or XXoo rr 5.

e
executable file 10.7
xecute RRuunn 10.6

e
EExx ii tt 10.6
xit 1.5 RRee tt 6.3

E
exit codes A.9
Exxpp 8.5
expansion property DD ii ss tt 4.

e
expansion EExx 7.8
xpansion, power PPoowwdd ii ss tt 7.8

.
E
expansion, power (property) PPoowwdd ii ss tt 4
Exxpp ii 8.7

5
e
EExxpp ll 10.
xplode EExxpp ll 10.5

2
e
exponent EExxpp tt 7.9 PPooww 8.
xponential function EExxpp 8.5

7
e
exponential integral EE ii 8.7 EExxpp ii 8.
xponential notation 2.1

8
e
expression size SS ii zz ee 10.
xpressions 2.5

E
EExxpp tt 7.9
Exx tt ee 4.
external commands 1.6

e
external editor 1.7
xternal file conventions A.2

6
e
external file directory DD ii rr 10.
xternal file information 1.2

6
e
external file, copy SS aa vv ee 10.
xternal file, display DDss pp 10.6

e
external files 1.4 A.2
xternal operations 10.6 A.3

6
e
external parameters A.9 II nn ii tt 10.
xternal programs 1.6 RRuunn 10.6

e
EExx tt rr 4.
xtraction of parts 7.3

F
FF 2.1
Faa cc 9.1
factor, numerical NNcc 7.9

f
factorial FFcc tt ll 8.6
actorial, double DDff cc tt ll 8.6

7
f
factorial, generalized GGaammmmaa 8.
actorization, integer NNff aa cc 8.11

factorization, polynomial
CCbb 7.9 FFaa cc 9.1

1
f
factorization, rational number NNff aa cc 8.1
alse 5.

6
f
FFcc tt ll 8.
ile characteristics 10.3 A.6

file directories, default A.9
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f
file directory DD ii rr 10.6
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ile information 1.2

f
FF ii ll ee 4.
ile, code 10.7

6
f
file, copy SS aa vv ee 10.
ile, display DDss pp 10.6

f
file, program 10.7
iles 1.4 10.3

6
f
ffiilleessppeecc 10.3 A.
ilters 2.3 A.3

filters, number of LLee nn 7.4

f
FF ll aa tt 7.7
lat functions 2.6

f
FF ll aa tt 4.
latten FF ll aa tt 7.7

1floating point numbers 2.
FF ll oo oo rr 8.3

.flow control 6
FFmmtt 10.1
folded size SS ii zz ee 10.8

f
fonts 0.
onts, external file A.2

f
FFoo rr 6.2
or loop FFoo rr 6.2

f
FFoo rr kk 10.9
ormat FFmmtt 10.1

2
F
formatting, external file A.

ORTRAN language 10.7
3

f
fractional part FF ll oo oo rr 8.
ractions 2.1

8
f
FFrr eeCC 8.
ree core MMeemm 10.8

8free memory GGcc 10.
FFrr ee SS 8.8
Fresnel function FFrr eeCC 8.8 FFrr ee SS 8.8
full list, test for FFuu ll ll pp 7.6
FFuu ll ll pp 7.6

1
f
function evaluation 3.
unction, test for PPrr oo jj pp 7.6

f
functions 2.3
unctions, mathematical 8.

5

G

functions, transcendental 8.

function, Meijer MMee ii 8.9
1

G
g.c.d., polynomial PPgg cc dd 9.
Gaammmmaa 8.7
gamma function, Euler GGaammmmaa 8.7

7
g
gamma function, incomplete GGaammmmaa 8.

arbage collection GGcc 10.8
9

G
Gauss hypergeometric function HHgg 8.
Gcc 10.8

1GGcc dd 8.1
ggccooddee A.6 OOpp ee nn 10.3

G
GGdd 8.5
Gee 5.

9GGee gg 8.
Gegenbauer functions GGee gg 8.9

G
GGee nn 2.6
Gee nn 4.

general symmetry RRee oo rr 7.7
9

g
generalized hypergeometric function GGhh gg 8.
eneralized zeta function ZZee tt aa 8.7

7
g
generate program CCoonn ss 10.7 PPrr oo gg 10.
enerate symbol MMaakk ee 10.5

g
generic expressions 2.6
eneric symbols 2.2

6
G
genus of expressions GGee nn 2.
Gee tt 10.3
GGhh gg 8.9
GIGI A.6
global objects 1.3
global switch PPoo ss tt 1.3 PPrr ee 1.3

g
golden ratio PPhh ii 8.4

oto JJmmpp 6.3

g
GR 8.1
radient DD 9.4

GGrr aapphh 10.2
graph 10.2
graphical input 10.4

3
g
graphical output A.6 OOpp ee nn 10.

rave accent MMaa rr kk 2.3

g
greater than GGtt 5.
reatest common divisor, integer GGcc dd 8.11

1
g
greatest common divisor, polynomial PPgg cc dd 9.

reatest integer function FF ll oo oo rr 8.3
GGrr ee oo rr RRee oo rr 7.7
grouping 2.10

G
groups 2.4
Gtt 5.
Gudermannian function AAggdd 8.5 GGdd 8.5

H
Handbook, on-line access 1.2

ankel function BBee ssHH11 8.8 BBee ssHH22 8.8
HHaa rr dd 10.6
hard copy HHaa rr dd 10.6
HHaa ss hh 7.4
hash code HHaa ss hh 7.4

3
h
Heavyside function TThh ee tt aa 8.
eld expression, test for HHee ll ddpp 7.6

H
held form 3.5
Hee ll ddpp 7.6

H
help 1.2
Hee rr 8.8
Hermite function HHee rr 8.8
HHgg 8.9
hidden surface SSuu rr ff 10.2
HHoo ll dd 3.5
hold expression HHoo ll dd 3.5

7
h
hyperbolic cosine integral function CCoo ss hh ii 8.
yperbolic functions 8.5

hyperbolic sine integral function SS ii nnhh ii 8.7

h
hypergeometric function, confluent CChh gg 8.8
ypergeometric function, Gauss HHgg 8.9

9hypergeometric function, generalized GGhh gg 8.

II 2.2
identifier LLbb ll 6.3
II ff 6.1
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i
IImm 8.3
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maginary number CCxx 2.1
6

i
imaginary number, test for IImmaa ggpp 7.
maginary part IImm 8.3

imaginary unit II 2.2
IImmaa ggpp 7.6

2
i
immediate assignment 3.
mmediate simplification 3.6

I
IImmpp 5.
Immpp ll 10.5
implication, logical IImmpp 5.

i
implode IImmpp ll 10.5
mpulse function DDee ll tt aa 8.3

I
II nn 7.5
I nn cc 3.2
includes II nn 7.5

.
i
inclusive or OOrr 5
ncomplete beta function BBee tt aa 8.7

7
i
incomplete gamma function GGaammmmaa 8.
ncrement II nn cc 3.2

i
II nndd 7.3
ndefinite integration II nn tt 9.4

2
i
indefinite summation SSuumm 9.
ndex of list entry II nndd 7.3

i
indices 2.4
ndices of list entries II nndd 7.3

inequality UUnn ee qq 5.
II nn ff 2.2
infile GGee tt 10.3

1
i
infinite recursion 3.
nfinity II nn ff 2.2

1
i
infix form 2.11 SS xx 10.
nformation 1.2

I
II nn ii tt 10.6
I nn ii tt 4.
initialization A.9 II nn ii tt 10.6

I
II nn ll ii nn ee 4.
I nnnn ee rr 9.6
inner "product", generalized II nnnn ee rr 9.6

i
inner product DDoo tt 8.2
nput editing 1.7

3
i
input expression ## II 1.
nput forms 2.10 2.11

i
input lines 1.1
nput medium TTee rrmmii nn aa ll 10.3

i
input operations 10.1
nput syntax 2.

input GGee tt 10.3 RRdd 10.1

i
input, graphical 10.4
nput/output medium TTee rrmmii nn aa ll 10.3

insert text 1.7
II nn tt 9.4
integer division MMoodd 8.3

3
i
integer part CCee ii ll 8.3 FF ll oo oo rr 8.
nteger, arbitrary length BB 2.1

i
integer, test for II nn tt pp 7.6
ntegers 2.1

integration II nn tt 9.4
II nn tt ee rr 7.7

intermediate language 10.7
.

i
internal object SS yy ss 4
nternal representation SS tt rr uu cc tt 10.10

i
internal variables LLcc ll 6.3
nterrupts 1.5

intersection II nn tt ee rr 7.7

i
II nn tt pp 7.6
nverse functions SS oo ll 9.3

5
i
inverse hyperbolic functions 8.
nverse trigonometric functions 8.5

i
inverse, matrix MMii nn vv 9.6
nversion of equations SS oo ll 9.3

i
inversion NNoo tt 5.
nvert RRee vv 7.7

3inverted replacement II rr ee pp 3.
II rr ee pp 3.3
irregular Bessel function BBee ssYY 8.8

8
i
irregular Coulomb wave function CCoouuGG 8.
rregular spherical Bessel function BBee ss yy 8.8

i
II ss 5.
teration 6.2

0
J
JJ aa ccAAmm 8.1
J aa ccCCdd 8.10

0
J
JJ aa ccCCnn 8.1
J aa ccCCss 8.10

0
J
JJ aa ccDDcc 8.1
J aa ccDDnn 8.10

0
J
JJ aa ccDDss 8.1
J aa ccNNcc 8.10

0
J
JJ aa ccNNdd 8.1
J aa ccNNss 8.10
Jacobi functions JJ aa cc PP 8.9

1
J
Jacobi symbol JJ aa cc ss yymm 8.1
acobi θ functions JJ aa cc tt hh 8.10

0Jacobian elliptic functions JJ aa cc SSnn 8.1
JJ aa cc PP 8.9

0
J
JJ aa cc SS cc 8.1
J aa cc SSdd 8.10

0
J
JJ aa cc SSnn 8.1
J aa cc ss yymm 8.11

J
JJ aa cc tt hh 8.10
Jmmpp 6.3

4
j
job recording 1.
ob termination 1.5 EExx ii tt 10.6

Jonquiere function LL ii 8.7
JJ oo rr 8.11
Jordan form SS iimmtt rr aann 9.6

j
Jordan’s function JJ oo rr 8.11
ump JJmmpp 6.3

K
KKee ll bb ee 8.8
Kee ll kk ee 8.8

xKelvin function, comple
KKee ll bb ee 8.8 KKee ll kk ee 8.8

k
keywords 1.2
ill job 1.5 EExx ii tt 10.6

K
kill values 3.2

ronecker product OOmmuu ll tt 8.2



K
Kummer function CChh gg 8.8
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ummer’s U function KKuummUU 8.8
KKuummUU 8.8

LL 10.4
label LLbb ll 6.3

L
LLaa gg 8.8

aguerre function LLaa gg 8.8

l
lambda expression 2.7
anguage structure 2.

7
L
language, intermediate 10.
Laa ss tt 7.3
Laurent series PP ss 9.5

L
LLbb ll 6.3
Lcc ll 6.3

7
L
LLdd ii ss tt 7.
Ldd ii ss tt 4.
least integer function CCee ii ll 8.3

9
L
Legendre functions of second kind LLee ggQQ 8.

egendre functions LLee ggPP 8.9

L
LLee ggPP 8.9
Lee ggQQ 8.9

l
LLee nn 7.4
ength LLee nn 7.4

L
LLee rr 8.7

erch transcendent LLee rr 8.7

l
less than GGtt 5.
evels 2.5

levels of nesting 1.7
6

ll
Levi-Civita symbol SS ii gg 9.
eevvssppeecc 2.5

lexical ordering test OOrr dd 5.

l
LL ii 8.7
ibrary A.2

Library, on-line access 1.2

L
light pen 10.4
L iimm 9.5

5
L
limit LL iimm 9.
L ii nn ee 10.2
line printer HHaa rr dd 10.6

L
LL ii oo 8.11

iouville’s function LL ii oo 8.11

l
LL ii ss tt 7.1
ist distribution property LLdd ii ss tt 4.

l
list distribution LLdd ii ss tt 7.7
ist entries EE ll eemm 7.3

4
l
list entries, number of LLee nn 7.
ist flattening FF ll aa tt 7.7

l
list generation 7.1
ist manipulation 7.7

1
l
list simplification 3.
ist template LL ii ss tt 7.1

6
l
list, test for LL ii ss tt pp 7.
isting HHaa rr dd 10.6

l
LL ii ss tt pp 7.6
ists 2.4

LLoo aadd 10.7
load program CCoonn ss 10.7 LLoo aadd 10.7
load GGee tt 10.3

loaded binary code, evaluation by 10.7

l
local variables LLcc ll 6.3
ocate LL 10.4

l
LLoo gg 8.5
ogarithm function LLoo gg 8.5

7
L
logarithm integral function LLoo gg ii 8.
Loo gg ii 8.7

.
L
logical operations 5
Loomm 8.8
Lommel function LLoomm 8.8

L
LLoo oopp 6.2
Lpp rr 10.1

9MMaa ccEE 8.
Maclaurin series PP ss 9.5

M
macro redefinition 2.11

acRobert E function MMaa ccEE 8.9

M
mail SS ee nndd 10.6
Maakk ee 10.5
make symbol name MMaakk ee 10.5

1Mangoldt function MMaannLL 8.1ΛΛ
manipulation of lists 7.7

7
M
manipulation of projections 7.
MaannLL 8.11
Manual, on-line access 1.2
MMaapp 7.2
margins A.6

3MMaa rr kk 2.
mark LL 10.4
Markov expression RRee xx 7.10
MMaa tt cc hh 2.6
matching of patterns 2.6

4
m
mathematical constants 8.

athematical functions 8.

m
matrices 2.4

atrix division MMdd ii vv 9.6

m
matrix generation AArr 7.1

atrix inverse MMii nn vv 9.6

m
matrix manipulation 9.6

atrix triangularization TTrr ii aann gg 9.6
MMaa xx 8.3
maximum memory A.9

3
M
maximum MMaa xx 8.
Mdd ii vv 9.6
MMee ii 8.9
Meijer G function MMee ii 8.9
MMeemm 10.8
memory management 10.8

8
m
memory reclamation GGcc 10.

emory unit A.8
8

m
memory usage MMeemm 10.

emory, maximum A.9
8

m
memory, share SShh aa rr ee 10.

enus 1.2
9

M
messages 10.
Mgg ee nn 4.
MMii nn 8.3
minimum MMii nn 8.3
MMii nn vv 9.6
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MMoobb 8.11
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Mobius µ function MMoobb 8.11
MMoodd 8.3
modified Bessel function

BBee ss II 8.8 BBee ssKK 8.8
8

m
modified Struve function SS tt rrLL 8.

odify input EEdd 10.5

m
modify part AAtt 7.2

odulus AAbb ss 8.3 MMoodd 8.3
1

m
modulus, polynomial PPmmoodd 9.

onitor commands A.3

m
monitor escapes 1.6

onitor programs RRuunn 10.6

M
Monte Carlo RRaanndd 8.3

OS 8.1
4

m
mouse 10.

ove file SS aa vv ee 10.6
MMuu ll tt 8.2
multi-generic symbols 2.2

m
multigeneric symbols 2.6

ultinary operator 2.11
6

m
multinomial coefficient CCoommbb 8.

ultiple application of templates MMaapp 7.2

m
multiple integration II nn tt 9.4

ultiplication MMuu ll tt 8.2

m
multiplication, input of 2.10

ultivalued functions 8.1

NN 3.4
name of symbol, make MMaakk ee 10.5

n
names of external files A.2
ames of processes 10.9

N
names of symbols 2.2
Naa tt pp 7.6
natural number, test for NNaa tt pp 7.6
NNcc 7.9
negation NNoo tt 5.
NNee qq 3.4
nesting levels 1.7

4
N
nesting DDee pp 7.
Nff aa cc 8.11

3
N
norm AAbb ss 8.
Noo tt 5.

.
N
notation 0
Npp 2.3

2NNuu ll ll 2.
null list 2.4
null projection NNpp 2.3
NNuumm 7.9
number conversion A.3

1
n
number theoretical functions 8.1
umber, arbitrary magnitude AA 2.1

n
number, arbitrary precision FF 2.1

umber, multiple precision FF 2.1

n
number, test for NNuummbbpp 7.6

umbers 2.1
6NNuummbbpp 7.

numerator NNuumm 7.9
9numerical coefficient NNcc 7.

numerical coefficients 2.5
.

n
numerical constant CCoonn ss tt 4

umerical differentiation DD 9.4
4

n
numerical equality test NNee qq 3.
umerical evaluation 3.4

9
n
numerical factor NNcc 7.
umerical functions 8.3

4
n
numerical integration II nn tt 9.

umerical overflow AA 2.1
2

n
numerical products PPrr oodd 9.
umerical programs 10.7

2

o

numerical summation SSuumm 9.

dd number, test for OOddddpp 7.6

O
odd ordering RRee oo rr 7.7
Oddddpp 7.6

2OOmmuu ll tt 8.
on-line documentation 1.2
OOpp ee nn 10.3
operating system commands 1.6

o
operator form 2.11
perators 2.10

7
o
optimization 10.
ptional filters 0.

O
OOrr 5.
Orr dd 5.
order filters RRee oo rr 7.7

o
order of evaluation 3.1
rder of operators 2.10

o
order SS oo rr tt 7.7
rdering test OOrr dd 5.

.
O
ordering, filter (property) RRee oo rr 4
Ouu tt ee rr 9.6
outer "product", generalized OOuu tt ee rr 9.6

o
outer product OOmmuu ll tt 8.2
utfile PPuu tt 10.3

4
o
outline TTrr ee ee 7.

utput characteristics 10.3 A.6 FF ii ll ee 4.

o
output expression ##OO 1.3

utput format characteristics 10.3 A.6
.

o
output format FFmmtt 10.1 PPrr 4
utput forms 2.12 SS xx 10.1

3
o
output medium TTee rrmmii nn aa ll 10.

utput operations 10.1
1

o
output syntax SS xx 10.
utput LLpp rr 10.1 PPuu tt 10.3

overflow, numerical AA 2.1

PP 5.
Pade approximant RRaa 9.5
paper copy HHaa rr dd 10.6
PPaa rr 8.8

9
p
PPaa rr aa 10.
arabolic cylinder functions PPaa rr 8.8

p
parallel evaluation SS ee rr 4.
arallel processing 10.9

p
parameters 2.2
arametric plot GGrr aapphh 10.2 PP ll oo tt 10.2

parentheses 0. 2.10
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p
parentheses, output of 2.12
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arenthesis levels 1.7
parsing 2.10 2.11
PPaa rr tt 8.6
part deletion DDee ll 7.3

p
part extraction 7.3
art modification AAtt 7.2

p
part of II nn 7.5

art selection AAtt 7.2
4

p
partial differentiation DD 9.

artial fraction PP ff 9.1

p
partial simplification 3.7
artition function PPaa rr tt 8.6

p
parts of expressions 2.5
arts, addition of 3.2

p
parts, deletion of 3.2
ass output RRuunn 10.6

patterns 2.6
<<pp aauu ss ee>> 1.1

6pausing 1.1 A.
PPcc pp 8.8

1
p
PPdd ii vv 9.
ermanent record SS aa vv ee 10.6

7permutation symmetries RRee oo rr 7.
PP ff 9.1

1
P
PPgg cc dd 9.
Phh ii 8.4

p
PP ii 8.4
lane SSuu rr ff 10.2

pplliisstt PP ll oo tt 10.2
PP ll oo tt 10.2
plot 10.2
PP ll uu ss 8.2

1
P
PPmmoodd 9.
Poo cc 8.7
Pochhammer symbol PPoo cc 8.7

p
point PP tt 10.2
ointer 10.4

Poisson-Charlier polynomials PPcc pp 8.8
2

p
polar plot GGrr aapphh 10.2 PP ll oo tt 10.
olygamma function PP ss ii 8.7

p
polylogarithm LL ii 8.7
olynomial division PPdd ii vv 9.1

1
p
polynomial factorization FFaa cc 9.
olynomial g.c.d. PPgg cc dd 9.1

p
polynomial manipulation 9.1
olynomial modulus PPmmoodd 9.1

1
p
polynomial resultant RRss ll tt 9.

olynomial, test for PPoo ll yypp 7.6

P
PPoo ll yypp 7.6
Poo ss 7.3

4
p
position LL 10.
ositions of parts PPoo ss 7.3

p
PPoo ss tt 1.3
ostfix form 2.11 SS xx 10.1

postprocessing PPoo ss tt 1.3
PPooww 8.2

8
P
PPoowwdd ii ss tt 7.
Poowwdd ii ss tt 4.

power distribution property PPoowwdd ii ss tt 4.

p
power distribution PPoowwdd ii ss tt 7.8
ower expansion property PPoowwdd ii ss tt 4.

p
power expansion PPoowwdd ii ss tt 7.8
ower series PP ss 9.5

p
power PPooww 8.2

owers of EExxpp tt 7.9

P
PPrr 10.1
Prr 4.

3
p
PPrr ee 1.
re-simplification 3.6

p
precedence 2.10
recedence definition 2.11

p
precision 2.1
recision, arbitrary FF 2.1

p
precision, multiple FF 2.1
redicate PP 5.

p
predicates 7.6
refix form 2.11 SS xx 10.1

preprocessing PPrr ee 1.3
PPrr hh 10.1

1
p
PPrr iimmee 8.1
rime factors NNff aa cc 8.11

1
p
prime number PPrr iimmee 8.1
rint file DDss pp 10.6

1
p
print held form PPrr hh 10.
rint PPrr 10.1

print, linear format LLpp rr 10.1
1

p
print, one-dimensional LLpp rr 10.
rint, two-dimensional PPrr 10.1

1
p
printing form, size of PPrr ss ii zz ee 10.
rinting forms FFmmtt 10.1 PPrr 4.

p
printout HHaa rr dd 10.6

riority of process FFoo rr kk 10.9
problem report SS ee nndd 10.6
PPrr oo cc 6.3

3
p
procedures 6.
rocess control 10.9

processing 3.1
PPrr oodd 9.2
product MMuu ll tt 8.2 PPrr oodd 9.2
profiling TT iimmee 10.8
PPrr oo gg 10.7
program construction 10.7

p
program control 6.
rogram file 10.7

4
p
program files A.
rogram, run RRuunn 10.6

p
programming aids 10.10
rograms 6.3

3programs, external A.
PPrr oo jj 7.3
projection evaluation 3.1

7
p
projection flattening FF ll aa tt 7.
rojection generation 7.1

7
p
projection manipulation 7.
rojection simplication 3.1

6
p
projection, test for PPrr oo jj pp 7.
rojections 2.3



projectors 2.3
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PPrr oo jj pp 7.6

p
PPrr oopp 4.
roperties 4.

property assignment PPrr ss ee tt 4.

p
property indirection TTyypp ee 4.
roperty transfer TTyypp ee 4.

P
PPrr ss ee tt 4.
Prr ss ii zz ee 10.1

p
PP ss 9.5
seudotensor unit SS ii gg 9.6

P
PP ss ii 8.7
P tt 10.2

7pure function 2.
PPuu tt 10.3

5
q
quit interrupt 1.
uoted form 3.5

2
q
quotient DD ii vv 8.

uotient, polynomial PPdd ii vv 9.1

R
RRaa 9.5
Raa cc 8.6
Racah 6-j symbol RRaa cc 8.6

R
radians DDee gg 8.4
Raanndd 8.3
random expression RRee xx 7.10

R
random number RRaanndd 8.3
Raa tt 7.9
rational approximation RRaa 9.5

9
r
rational expression manipulation 7.
ational number, arbitrary length BB 2.1

r
rational number, test for RRaa tt pp 7.6
ational numbers 2.1

9
R
rationalize RRaa tt 7.
Raa tt pp 7.6

7
R
ravel FF ll aa tt 7.
Rdd 10.1

1
R
RRddhh 10.
Ree 8.3
read file GGee tt 10.3

1
r
read held form RRddhh 10.
ead RRdd 10.1

real number, test for RRee aa ll pp 7.6

r
real part RRee 8.3
eal time CC ll oo cc kk 10.9

R
real-time interrupts 1.5
Ree aa ll pp 7.6
RRee cc 4.
reclaim memory GGcc 10.8

r
record 10.3 OOpp ee nn 10.3
ecord files 1.4

r
records 2.4
ectangular array, test for FFuu ll ll pp 7.6

r
recursion 3.1 RRee cc 4. SSmmpp 4.
ecursive application of templates MMaapp 7.2

R
reduced residue system RRrr ss 8.11

eference Manual, on-line access 1.2
references 0.

references, mathematical functions 8.1

r
regular Bessel function BBee ss JJ 8.8
egular Coulomb wave function CCoouuFF 8.8
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